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RÉSUMÉ.SilesSVM(SupportVectorMachines,ouSéparateursà VasteMarge)sontaujourd'hui
reconnuscommel'une desmeilleuresméthodesd'apprentissage, ils restentconsidéréscomme
lents.Nousproposonsici uneboîteà outils Matlab permettantd'utiliser simplementet rapide-
mentlesSVMgrâceà uneméthodedegradientprojetéparticulièrementbienadaptéeau pro-
blème: SimpleSVM[VIS 03]. Nousavonschoisidecodercetalgorithmedansl'environnement
Matlaba�n depro�ter desaconvivialité toutens'assurantunebonneef�cacité, puisqueMatlab
utilisela bibliothèqueATLAS(AutomaticallyTunedLinearAlgebraSoftware). La comparaison
denotresolutionavecl'état del'art dansle domaineSMO(SequentialMinimal Optimization),
montrequ'il s'agit là d'unesolutiondanscertainscasplusrapideetd'unecomplexitémoindre.
Pour illustrer la simplicitéet la rapiditédenotre méthode, nousmontronsen�n quesur la base
dedonnéesMNIST, il a étépossibled'obtenir desrésultatssatisfaisantsenun tempsrelative-
mentcourt (uneheure et demiedecalcul sur un PC souslinux pour construire 45 classi�eurs
binairessur 60.000exemplesendimension576).Par ailleurs nousmontronscommentétendre
cetalgorithmepour traiter desproblèmestelsquelesinvariances,endécoupantle problèmetel
qu'il soitpossibled'obtenir unesolutionenseulementunephase: le InvariantSimpleSVM.

ABSTRACT. If SVM(SupportVectorMachines)are now considered asoneof the bestlearning
methods,they are still consideredasslow. Here weproposea Matlab toolboxthat enablesthe
usage of SVMin a fastandsimpleway. This is donethanksto theprojectedgradientmethod
which is well adaptedto the problem: SimpleSVM [VIS 03]. We choseto implementthis
algorithm with Matlab environmentsinceit is user-friendly and ef�cient - it usesthe ATLAS
(AutomaticallyTunedLinearAlgebraSoftware) library. Thecomparisonto thestateof theart
in this �eld, SMO (SequentialMinimal Optimization)showsthat in somecases,our solutionis
fasterandlesscomplex. In order to point out howfastandsimpleour methodis, wegivehere
resultson theMNITSdatabase. It waspossibleto computea satisfyingsolutionin a quiteshort
time(onehouranda half ona PCwith Linuxdistributionto compute45binaryclassi�ers,with
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60000samplesin dimension576). Moreover, weshowhowthis algorithmcanbeextendedto
problemslike invariances,breakingdowninto smallpiecestheproblemsuch that it is possible
to get thesolutionrunningonlyoncetheInvariantSimpleSVM.

MOTS-CLÉS: SupportVectorMachine, Séparateur à VasteMarge, SVM,Apprentissage, Boiteà
outilsMatlab,Contraintesactives,Gradientprojeté,Programmationquadratiquesouscontraintes
deboîte, Invariances,USPS,MNIST.

KEYWORDS: SupportVector Machine, SVM, Machine Learning, Matlab toolbox, Active con-
straints,ProjectedGradient,Quadratic Programmingunderboxconstraints,USPS,MNIST.
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1. Intr oduction

La phasedemiseenœuvred'un algorithmeestl'ultime testpermettantd'éprouver
sesqualités.Elle peutrévélerun défautmajeurcommeunecertaineinstabilitéayant
échappél'analysethéorique,souventfocaliséesurlesaspectspositifsdela méthode.

Nousallonsprésenterici lesdifférentsaspectsliés � la miseenœuvred'un algo-
rithmepermettantdecalculerla solutiondu problèmedesSéparateurs� VasteMarge
(SVM ouenanglaisSupportVectorMachine).

Cetalgorithmedu type« contraintesactives» ou« gradientprojeté», publiésous
le nomdeSimpleSVM[VIS 03] [GIL 91], apassél'épreuveavecsuccès.Il s'estrévélé
êtrenonseulementtrèsef�cace entermedetempsdecalculetdeprécisionmaisaussi
fertile enextensionspotentielles.

Nousavonschoisicommepremièrecible le langageMatlabcarcetenvironnement
estsimpled'utilisationetparticulièrementbienadaptéauprototypage.L'ensembledes
programmesdontnousallonsparlerestdisponibleenligne1. Le portagesurd'autres
plates-formescommeR estencoursderéalisation.

Le succèsdesSVM aentraînéedéveloppementdenombreuxalgorithmespermet-
tant leur miseenœuvre.La �gure 10.1de[SCH02] donneun excellentpoint devue
surcesdifférentesméthodeset leursconditionsd'utilisation.Parmielles,l'algorithme
SMO(SequentialMinimal Optimization)est souvent considérécommele plus ef�-
cace.Il a sembléintéressantde comparerl'ef �cacité de notrealgorithmeavec celle
de SMO. A�n de s'affranchir descontraintesliéesau codageet � la machinenous
avonschoisidemontrersurunproblèmedonnécommentlestempsdecalculsrespec-
tifs évoluaientenfonctionde la taille du problème.Danscetexemplel'évolution du
tempsde calcul en fonction du nombrede pointsde notreapprocheestm1;2 contre
m2;5 pourSMO. Sasimplicitéd'utilisation a étémise� l'épreuve d'un problèmede
taille signi�cative: la reconnaissancedecaractèresmanuscritsavecla basededonnées
MNIST [LEC 98] qui contient60.000exemplesendimension576pourdiscriminer10
classes.Surcetexemple,il aétépossible,enuneheureetdemiedetempsdecalculsur
un PCclassique,d'obtenir desrésultatsraisonnables.Surceproblème,la rapiditéde
la méthodeainsiquesoncaractèreréentrant(c'est-�-dire qu'ellepermetundémarrage
� chaudet plus l'initialisation estprochedela solutionplus la méthodeconvergera-
pidement)ont permisd'utiliser unetechniquedevalidationcroiséepouridenti�er les
hyper-paramètresdu modèle.Cecaractèreréentrantfait deSimpleSVMuneméthode
adaptée� l'utilisation enligne.

En tirant parti de l'aspect itératif de la méthode,nousmontronscommenttrai-
ter les invariancesprésentesdansles donnéesau momentde la résolutiondu SVM.
Contrairementaux méthodesusuelles,cetteapprochepermetd'éviter unephasede
pré-traitementdesdonnées([Sch98] et [CHA 02] pour les SVM invariants,respec-

1.
���������	�
�����

���
����������������������
���! �"�#
�
�!�
#





4 1re soumissionà RIA.

tivementlinéaireset nonlinéaires)ainsiqu'unerépétitionde l'apprentissagesurune
basededonnéesétendue(Virtual SVM,[SCH96]).

L'article est organiséde la manièresuivante: aprèsavoir rappeléla naturedes
SVM et lescontraintesalgorithmiquesassociées,nousprésenteronsl'algorithmesim-
pleSVMendonnantunepreuve desaconvergence.Nousprésenterontensuitele pro-
blèmedesinvariancesetl'algorithmeInvariantSimpleSVMensoulignantsasimilitude
auSimpleSVMNousdiscuteronsensuitelesdifférentsdétailsliés � la programmation
en Matlab. En�n nousillustrerons� traversquelquesexexpériencela rapidité et la
simplicitédenosalgorithmes.

Avant de rentrerdansle détail de la miseen œuvreproprementdite et pour en
saisirles tenantset lesaboutissants,il convientdecommencerparposerle problème
d'optimisationlié auxSVM et d'en étudiercertainescaractéristiques.

2. Séparateursà VasteMar ge

2.1. Minimisation quadratiquesouscontraintes

Il estpossible,pour expliquer les SVM, de commenceren sedonnantun noyau.
Un noyauk(x; y) estunefonctiondedeuxvariables,symétriqueetpositive(pourplus
de détailssereporter� [ATT 99]). À partir du noyauestconstruitl'ensembleH 0 de
sescombinaisonslinéaires�nies :

H 0 =

(

f : IRd ! IR
�
�
� 9l 2 IN; a 2 IRl ; f xi gl

i =1 2 IRd ; f (x) =
lX

i =1

ai k(x; xi )

)

Pourtoutcoupledefonctionsf 2 H 0 etg 2 H 0 s'écrivantf (x) =
P l

i =1 f i k(x; xi )
etg(x) =

P l
i =1 gi k(x; x0

i ), la formebilinéairehf ; gi H 0 =
P l

i =1

P l
j =1 f i gj k(xi ; x0

j )
dé�nit un produitscalairesurH 0. On notekf k2

H 0
= hf ; f i H 0 la normeassociée.H 0

muniduproduitscalaireh:; :i H 0 estunpré-hilbertiendanslequella propriétéderepro-
ductionestvéri�ée puisquehf (:); k(x; :)i H 0 = f (x). Il reste� le compléterconve-
nablementpour obtenir l'espacede Hilbert � noyau reproduisantH = H 0 muni du
mêmeproduitscalaireétendu.

Danscecadre,le séparateur� vastemargedu problèmedediscrimination� deux
classesassocié� l'échantillon (xi ; yi ); i 2 [1; m] avecle codageyi 2 f� 1; 1g, estla
solutionduproblèmed'optimisationsouscontraintesuivantpourf 2 H :

8
>>><

>>>:

min
f ;b;�

1
2

kf k2
H + C

mX

i =1

� i

avec yi (f (xi ) + b) � 1 � � i i 2 [1; m]
et � i � 0; i 2 [1; m]

(1)
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oùC estunscalairepermettantderéglerla régularitédela fonctiondedécision,bun
scalaireappeléle biaiset les� i sontdesvariablesd'écart.

La solutiondeceproblèmeestaussile point selledu lagrangien:

L (f ; b;� ; � ; � ) =
1
2

kf k2
H + C

mX

i =1

� i �
mX

i =1

� i
�
yi (f (xi )+ b) � 1+ � i

�
�

mX

i =1

� i � i (2)

avec� i > 0 et � i > 0. On tire unepartiedesconditionsdeKuhnet Tucker :

8
<

:

@f L(f ; b;� ; � ; � ) = 0
@bL(f ; b;� ; � ; � ) = 0
@� L (f ; b;� ; � ; � ) = 0

,

8
>>>>><

>>>>>:

f (x) �
mX

i =1

� i yi k(x; xi ) = 0

mX

i =1

� i yi = 0

C � � i � � i = 0 i 2 [1; m]

On en déduitquef (x) =
P m

i =1 � i yi k(x; xi ). Cetterelationpermetde remplacerf
dansle lagrangienpouraboutir� la formulationdualesuivante,parfoisappeléele dual
deWolfe :

8
><

>:

max
� 2 IRm

� 1
2 � > G� + e> �

avec � > y = 0
et 0 � � i � C i 2 [1; m]

(3)

oùG estlamatriced'in�uence determegénéralGij = yi yj k(xi ; xj ) ete = [1; : : : ; 1]> .
La solutionduproblèmeSVM seraalorsdonnéeparla résolutiond'un problèmed'op-
timisationquadratiqueendimensionm souscontraintesdeboîte.

2.2. Relationsentrevariablesprimaleset duales

Dansle problèmeprécédent,chaqueinconnue� i peutêtreinterprétéecommel'in-
�uence del'exemple(xi ; yi ) dansla solution.

Du fait que seulsles points frontière sont importantspour la discriminationet
qu'ils sonta priori peunombreux,un grandnombrede cescoef�cients � vont être
nuls[STE03].

Il seraalorspertinentde répartir les m inconnuesdu problèmeen trois groupes
depoints[1; m] = I s [ I c [ I 0, dé�nis enfonctionde la valeurdu multiplicateurde
Lagrange� associé:

– [I s ] le groupedespoints supports est celui desvecteurssupportscandidats,
c'est-�-dire pour lesquels0 < � i < C. Cespointssont � l'intérieur de la boîteet
satisfontlescontraintes.Il estaussiappelél'ensemblede travail (workingset), car il
contientlesvariablessurlesquellesil faut« travailler » pourconnaîtreleur valeur,
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– [I c] le groupedespoints saturés. Cespoints sont sur le bord de la boîte.Si
cespointssonttrop prochesde la classeopposée,voire complètementdansla classe
opposée(erreurd'étiquetageparexemple),limiter leur contribution � la frontièrede
décisionpermetde régulariserla solution.Dansla solution �nale cespointsauront
tousla valeurdeleur � �xée � C : ils serontcontraintset contribueront� la décision,

– [I 0] le groupedespoints inactifs. Cespoints se situentégalementsur l'arête
de la boîte.Dansce cas,les vecteurssont loin de la frontièreentreles classeset ne
contribuentenrien� la solution.Dansla solution�nale cespointsauronttousla valeur
deleur � �xée � 0 : ils serontcontraints.

Cestrois ensemblesnousaident� reformulerle problèmed'optimisation:

8
>>>><

>>>>:

max
� 2 IRm

� 1
2 � > G� + e> �

avec � > y = 0
et 0 < � i < C i 2 I s

et � i = C i 2 I c

et � i = 0 i 2 I 0

(4)

La relationentrelesparamètresdela formulationdualequenousvenonsd'obtenir
(problème4) et les paramètresinitiaux du problème(équation1) est importante.Il
estpossiblede la rendreexplicite en passantunefois encorepar l'écriture d'un la-
grangien,cettefois celui du problèmedual (problème4) vu commeun problèmede
minimisation:

L (� ; �; � ; � ) = 1
2 � > G� � e> � + � � > y � � > � + � > (� � Ce) (5)

où lesmultiplicateursdeLagrange� ; � et � doiventêtrepositifs.Celagrangiennous
ramèneauproblèmeprimal et peutêtrecomparé� celui obtenu� partir du problème
primal(équation2) aprèsavoir remplacéla variablef par� maisavantsimpli�cation,
soit :

L (� ; b;� ; � ) = 1
2 � > G� � e> � + b� > y + � > (� + � � Ce) (6)

Pour faire apparaîtreles équivalencesentreparamètres,les trois caspossiblessont
considérés(I s ; I 0 et I c).

– [0 < � < C] : danscecasla conditiondeKuhnet Tuckerstipulantl'annulation
dugradientdulagrangienparrapport� � s'écrit : G� + � y � e = 0. Danscecasaussi
la contrainteinitiale estsaturée,c'est-�-dire yi (f (xi ) + b) = 1 quel'on peutrécrireen
utilisantlesmêmesnotationsqueprécédemmentG� + by � e = 0. Le multiplicateur
deLagrange� associé� la contrainted'égalitéestdoncégalaubiais� = b.

– [� = C] : dansce cas� 6= 0; � = 0 et � = � G� � by + e = � . Si le
multiplicateurde Lagrangeestpositif, la variabled'écart l'est aussi.Par conséquent
yi (f (xi ) + b) < 1 doit êtrevéri�é pourcecas.

– [� = 0] : danscecas� = � = 0 et � = G� + by � e. Si le multiplicateurde
Lagrangeestpositif, alorsyi (f (xi ) + b) > 1 doit êtrevéri�é pourcecas.
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Cesrelationssontrésuméesdansle tableau(1). Véri�er cesconditionsd'optimalité
revient � calculerG� + by � e puis� s'assurerquepourtouslespointsnonsupports
(� = 0) cettequantitéestpositiveetquepourtouslespointssupportsaturés(� = C)
cettequantitéestbiennégative.

Ensemble Contraintesinitiales Contraintesprimales ContraintesDuales
I s yi (f (xi ) + b) = 1 0 < � < C, � = 0 � = 0, � = 0
I c yi (f (xi ) + b) = 1 � � i � = C, � > 0 � = 0, � > 0
I 0 yi (f (xi ) + b) > 1 � = 0, � = 0 � > 0, � = 0

Tableau1. Situationdescontraintespour lestrois typesdevariables.

Pourrésoudreef�cacementle problème,il estastucieuxdeprendreencomptela
situationdespointsauregarddescontraintesvéri�ées ounon.

2.3. Lesgrandeslignesdela méthodeproposée

L'objectif detout algorithmeSVM estdouble: il fautd'unepartarriver � répartir
l'ensembled'apprentissagedanscestroisgroupes,puisunefois la répartitionconnue,
résoudrele problème.Il s'avèrequecettesecondephaseestrelativementplusfacile.

Supposonsquel'on connaissela répartitiondespoints(I s ; I c et I 0 donnés): les
contraintesd'inégalitésne sontplus nécessaires(ellessontcontenuesimplicitement
dansla dé�nition destroisensemblesdepoints).Seuleslesvaleursdes� i pouri 2 I s

demeurentinconnues,carpardé�nition � i = C pouri 2 I c et � i = 0 pouri 2 I 0. La
valeurdes� i pouri 2 I s estainsidonnéeparla solutionduproblèmed'optimisation
suivant:

(
max

� 2 IR j I s j
� 1

2 � > Gs � + e>
s �

avec � > ys + Ce>
c yc = 0

(7)

avec es = e(I s) � CG(I s ; I c)e(I c), Gs = G(I s ; I s), ys = y(I s), yc = y(I c) et
ec un vecteurde un. Il est ici importantde noterquela dimensionde ce problème
estégaleaucardinaldel'ensembleI s (qui peutêtrebieninférieur � m, la dimension
initiale du problème).Les conditionsde Kuhn et Tucker nousdonnentle système�
résoudrepourobtenirla valeurdescoef�cients � encoreinconnus:

�
Gs ys

y>
s 0

� �
�
�

�
=

�
es

� Ce>
c yc

�
(8)

Si la solutiondecesystèmecontientunecomposanteviolant lescontraintes(une
composantenégative ou supérieure� C), elle indiquequela répartitioninitiale des



8 1re soumissionà RIA.

pointsI s ; I c et I 0 estfausse.Cettecomposanteviolant lescontraintesdoit êtreenlevée
deI s pourpasserdansI c ou I 0.

Si maintenanttouteslescomposantesde la solution� véri�ent lescontraintes,il
n'estpasencorecertainquenousayonstrouvél'optimum duproblèmeinitial. Il nous
fautencorevéri�er quelescontraintesdepositivité sontrespectéespourlesmultipli-
cateursde Lagrangeassociés(cf. paragrapheprécédent).Alors, nousallonsvéri�er
quepour touslespointsdeI c, G� + by � e < 0, et quepour touslespointsdeI 0,
G� + by � e > 0. Si tel n'estpasle cas,le pointviolant lescontraintesdevrachanger
d'appartenanceet quitterI c ou I 0 pourpasserdansI s .

Nousvenonsl� dedonnerle principedenotrealgorithme.Il s'agitd'un algorithme
itératif qui va, � chaqueitération,ajouterou enlever un seulpoint de l'ensembleI s .
Nousverronsqu'� chaqueitération le coût décroîtstrictement,garantissantainsi la
convergencede la méthode.En�n, puisqu'entrechaqueitérationles matricesGs ne
diffèrentqued'uneligneetd'unecolonne,il estpossibledecalculerla nouvellesolu-
tion directement� partir de l'ancienne,réduisantainsi la complexité dechaqueitéra-
tion deO(m3) � O(m2).

3. SimpleSVM- Méthodedescontraintesactives

Danscettepartienousallonsintroduireformellementl'algorithme SimpleSVMet
détaillersontfonctionnement.Cetalgorithmemetenœuvrelaméthodedescontraintes
activespourla résolutiond'un problèmedeprogrammationquadratiquesouscontraintes
avecdescontraintes« de boîte». Ce typede contraintea un intérêt: il estfacilede
projeterdessus.

Une autremanièred'introduire l'algorithme estde le présentercommeunemé-
thodedegradientprojeté.Le principeconsiste� partir de l'intérieur du domainedes
contraintesadmissibleset d'y resteren recherchant� chaqueitérationunedirection
dedescenteadmissiblequi nousamènesur la frontièredu domaine.Une telle direc-
tion peutêtreobtenueenprojetantle gradientsurcettefrontière([MIN 83] page197).
C'estcetteprojectionqui vanousamener� fairepasserunpoint deI s versI 0 ou I c.

3.1. Activationd'une contrainte: projection

Il fautici faireattentiondenepasmélangercontrainteactiveet point actif dansla
solution.Si l'on activeunecontrainte,celaveutdirequel'on �x e� � l'une desbornes
(0 ou C). Lespointscorrespondantauxcontraintesactivéesen0 sontinactifsdansle
classi�eur(n'ont aucunein�uence).

Supposonsquel'on connaisseun point admissiblee� old = (� old; � old). L'optimum
noncontrainte� � estdonnéparl'équation(8) :
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e� � = H � 1ee avec H =
�

Gs ys

y>
s 0

�
et ee =

�
es

� Ce>
c yc

�
(9)

On choisit la directiondedescented = e� � � e� old, celledu gradient,qui garantit
quele coûtva décroître.A�n deresterdansle domaineadmissible0 � � � C, nous
allons recensertoutesles composantesde � � violant les contrainteset rechercher
le pasde descentet � minimisantle coût tout en nousmaintenantdansle domaine
admissible,c'est-�-dire :

t � = max
t

(� = � old + td j 0 � � � C)

Pratiquement,le pasdedescenteestdonnédirectementpar la recherchedu mini-
mumsuivant:

t � = min
t

�
�

� old

d
;

C � � old

d

�

Celarevient � projetersurla frontièredela boîteet � éliminerdel'ensembleI s la
variablecorrespondantauplusgrandpaspossible.La nouvellesolutionestalors:

e� new = e� old + t � d (10)

Proposition3.1(Décroissancecoût) Lecoûtdiminuestrictement� chaqueit�r ation
(�tape 3.1del'algorithme 1).

Démonstration. Cettepropri�t� d�couledela convexit� duco�t etnousdonnonsici le d�tail.
Consid�ronsle co�t :

q(� ) = 1
2 � > H � � � > ee

la directiondedescented estcelledu gradient,elle v�ri®e :

d = e� � � e� old

= H � 1ee � e� old

et doncGd = e � Ge� old. Ona alors:

q( e� new) � q( e� old) = q( e� old + td) � q( e� old)

= 1
2 t2d> H d + t(H e� old � ee)> d

= 1
2 t2d> H d � td> H d

=
�

1
2 t2 � t

�
d> H d < 0

card'une part le premiertermeestn�gatif pour0 < t < 2 et pard�®nition 0 < t� � 1 ;
d'autrepart le secondestpositif puisquela matriceG estd�®nie positive et quele vecteurd
n'a pastoutessescomposantesnullessaufla derni�re. �
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3.2. Désactivationd'une contrainte

Désactiver unecontraintesigni�e permettreau� concernédeprendreunevaleur
libre. Celarevient � fairepasserle vecteurcorrespondantdansle groupeI s , desvec-
teurssupportscandidats.

Celas'avèreindispensablelorsquele vecteure� � calculéprécédemmentestadmis-
sible(lorsquet = 1). Danscecas,pourqu'il existeencoreunedirectiondedescente
(pourquele coûtcontinue� décroître)il faut trouver soit un point de I 0 pour lequel
yi (f (xi ) + b) � 1 < 0, soit un point de I c pour lequelyi (f (xi ) + b) � 1 > 0. Ces
contraintescorrespondentaufait quele gradientestconvexeaupointconcernéetqu'il
estpossibledediminuerle coûtenentrantdansle domaineadmissible.

De manièreintuitive, on véri�e dansle primal que la solution candidateclasse
bien lespointsdu jeu d'apprentissage.Si cen'est pasle cas,alorsil faut réajusterla
solutionenajoutantaugroupedesactifsundespointsmal« classé» (ausensdeI s ; I 0

et I c).

3.3. Convergence

L'algorithme 1 résumele principedesitérationsde l'algorithme du simpleSVM.
Nousallonsreprendrelapreuvedeconvergencedel'algorithmedonnéedans[VIS 03].

Algorithme 1 : simpleSVM

1. (I s , I 0,I c)  initialiser
tant queminimumAtteint= FAUX

2. (� ,� )  résoudresystèmesanscontrainte(I s) ���������
	���
������

si 9� i � 0 ou9� i � C
3.1projeter� � l'intérieur dudomaineadmissible ���������
	���
��������

3.2transférerle pointassociédeI s versI 0 ou I c

sinon
4. chercherle meilleurpointcandidatxcand dansI c et I 0

si xcand esttrouvé
5. transférerxcand versI s

sinon
6. minimumAtteint VRAI

�n si
�n si

�n tantque

L'algorithmes'arrêtelorsquele vecteure� � calculéprécédemmentestadmissible
et touslespointsdeI 0 et I c véri�ent leurscontraintes.Il n'existealorsplusdedirec-
tion de descenteadmissible.Commela solutiondépendde la répartitiondespoints
dansles ensemblesI s ; I 0 et I c, qu'il n'existe qu'un nombre�ni de pointsdoncde
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combinaisons,quele coût associé� l'algorithme décroîtstrictement� chaqueitéra-
tion et quel'optimum estatteint� chaquefois, l'algorithmenepeutpasboucleret va
atteindrela solutionglobaleenun temps�ni.

4. Invariant SimpleSVM

Danscettepartienousproposonsuneformalisationgénéraledesinvariancesdans
le cadredela reconnaissancedesformes.A cette�n nousallonsprésenterenpremier
lieu unexempled'invariancecommuneenclassi�cationd'images,la rotation.

Dé�nissonsla pluspetiteunitéde l'image (le pixel) commel'application qui as-
socie� tout coupledecoordonnéesunniveaudegris :

I : IR2 ! X 2 IR
(`; L ) 7! I (`; L )

UneimageestunvecteurdecesunitésI dé�ni x 2 X d avecx i = I (` i ; L i ); i 2 [1; d].
La rotationd'uneimageestunetransformationqui agit surlescoordonnées:

R� : IR2 � � ! IR2

(`; L ); � 7! R� (`; L )

Avec� l'angle dela rotation,dé�ni danssondomaine� (parexemple[� �
6 ; �

6 ]).

Considérantunediscriminationbinaire,nousdé�nissonsla fonction de décision
D(x) :

D : X d ! f 0; 1g
x 7! D(x)

Si nousvoulonsquela fonction de décisionsoit invarianteau regardde la rotation,
nousimposonsqu'elledonnela mêmedécisionpouruneimageettoutessesrotations:

D(f I (` i ; L i ); i = [1; d]g) = D(f I (R� (` i ; L i )) ; i = [1; d]; 8� 2 � g)

soit
D (x0) = D(x � ); 8� 2 �

La fonction de décisioninvariantedevra doncêtre capablede classercorrectement
l'exempleainsiquetouteslestransformationsgénéréesparn'importequelparamètre
detransformationprisdansle domaine� .

4.1. Lesinvariancesen reconnaissancedesformes

4.1.1. D�®nition

Demanièreplusgénéralenousavonsbesoindedé�nir unetransformationetcom-
mentl'appliquer � tout typedeformes(qui nesontpasnénécessairementesimages).
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La forme x appartient� l'espacede niveauxL(par exempleles niveauxde gris)
et estdépendantedesonsupportqui appartient� l'espacesupportS(parexempleune
grille depixels).La transformationd'uneformeestuneapplicationqui vad'uneforme
et desparamètresdetransformationversuneforme:

T : L � � ! L
x; � 7! T (x; � )

ParailleursonposeT(x; 0) = x.

4.1.2. Typesd'invariances

Nous passonsici en revue différentstype d'invariancespour lesquelleson peut
montrerqu'elles conviennentpour desmanipulationsalgébriques[GRE93]. D'une
partla déformationdel'espacedeniveauxagitsurlesvaleurssanstoucherausupport.

Danscettecatégorienousretrouvonsles changementsdecontrastes,lesmanipu-
lationsdecouleurspour les images,etc.Pourun signalon trouveralesmodi�cations
del'amplitude(effet d'échelle)oudel'of fset.D'autrepartla déformationdel'espace
supportmodi�e la formedusupportsansmodi�er lesvaleursassociéesdansl'espace
desniveaux.

Cetteclassedetransformationsregroupetouteslesrotations,translations,change-
mentd'échelle(par exemplele tempod'une mélodie,ou le zoomsur uneimage)et
distortionslocalesdusupport(effet deloupesurunepartiedel'image, ralentissement
detemposurquelquesmesuresdela partition).Dansla formulationdesSVM � suivre,
nousneferonspascettedistinction

4.2. Formulation

IncorporerlesinvariancesdanslesSVM nécessitededistinguerlescasséparables
(sanserreur)et nonséparables(avecerreurs).Le casséparableestsolvablesansdif-
�culté majeurealorsquele non séparableentraînedescontraintesquel'on ne peut
traiterdirectement.

4.2.1. Cass�parable

La formulationdesSVM invariantsdansle cassanserreurestla suivante:

8
<

:
min
f ;b

1
2

kf k2
H

avec yi (f (T (xi ; � )) + b) � 1 i 2 [1; m]; � 2 �
(11)

La solutionestcommeprécédemmentobtenueen passantpar le Lagrangien.La
seuledifférenceparrapport� la formulationhabituelleestquelenombredecontraintes
devient in�ni :
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8
>>>>>><

>>>>>>:

max
�

�
1
2

mX

i;j =1

ZZ

�
� i (� 1)� j (� 2)yi yj k(T(xi ; � 1); T (xj ; � 2))d� 1d� 2 +

mX

i =1

Z

�
� i (� )d�

avec
mX

i =1

Z

�
� i (� )yi d� = 0

et � i (� ) � 0 i 2 [1; m]; � 2 �
(12)

Il y a doncainsiunein�nité demultiplicateursdeLagrange.Ceux-ciserontnuls
pour tous les points sauf les vecteurssupports.Il est raisonnablede supposerque
� i (� ) seranonnul seulementpour un nombre�ni deparamètres� . Cettehypothèse
nouspermetdesimpli�er dela manièresuivante:

8
>>>><

>>>>:

max
�

�
1
2

X

i;j;� 1 ;� 2

� i (� 1)� j (� 2)yi yj k(T(xi ; � 1); T (xj ; � 2)) +
X

i;�

� i (� )

avec
X

i;�

� i (� )yi = 0

et � i (� ) � 0 i 2 [1; m]; � 2 �

(13)

8
><

>:

max

 2 IRm � p

� 1
2 
 > G
 + e> 


avec 
 > y = 0
et 
 i � 0 i 2 [1; mp]

(14)

oùG estlamatricecomposéedesblocsGI J = yi yj K ij avecK ij
k l = k(T(x i ; � k ); T (x j ; � l )) ,


 = [� 1(� ); � 2(� ); : : : ; � m (� )] et p estla taille de� .

4.2.2. Casnons�parable

PourlesSVM soft-margin, utilisésdanslescasnonséparables,nousfaisonsface
� unautreproblème.

8
>>><

>>>:

min
f ;b;�

1
2

kf k2
H + C

mX

i =1

� i

avec yi (f (T (xi ; � )) + b) � 1 � � i i 2 [1; m]; � 2 � ;
et � i � 0; i 2 [1; m]

(15)

Ajouter lestermes� i permetdetolérerdeserreursetdonnele systèmesuivant:
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8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

max
�

�
1
2

mX

i;j =1

ZZ

�
� i (� 1)� j (� 2)yi yj k(T(xi ; � 1); T (xj ; � 2))d� 1d� 2 +

mX

i =1

Z

�
� i (� )d�

avec
mX

i =1

Z

�
� i (� )yi d� = 0

et
R

� � i (� )d� � C i 2 [1; m]
et � i (� ) � 0 i 2 [1; m]; � 2 �

(16)

cequi estsimilaireaucasséparable.Toutefoisnousnepouvonsplusfairela supposi-
tion du nombre�ni demultiplicateursdeLagrangenon-nuls.En effet si la trajectoire
d'unetransformationtraverselesmarge,celadonneunein�nité demultiplicateursde
LagrangebornésparC :

R
� � i (� )d� = C. La résolutiondeceproblèmeimpliquede

choisir la représentationdestransformations.La solutionconsiste� discrétiserl'es-
pacedesparamètresdetransformation� . Onnoteral'espacediscrétisé� discr et .

4.3. Formulation uni�catrice

On identi�e trois courantsprincipauxdansles algorithmesalliant SVM et inva-
riances,� savoir ceuxfondéssuruneextensionarti�cielle du jeudedonnées,ceuxqui
modi�ent la fonctiondecoûtdemanière� y incorporerlesinvariances(celaimplique
unchangementdela mesuredesdistances)et en�n ceuxutilisantdesapproximations
polynomialespourreprésenterlestrajectoiresdestransformationset classercelles-ci
directement.La forcedeInvariantSimpleSVMestdecontenirpardé�nition toutesces
approches.En effet nousfaisonstrèspeude suppositionssur la naturedestransfor-
mationset en particuliernousne faisonsaucuneapproximation� priori dansle cas
séparable.

4.3.1. �lar gissementarti®ciel du jeudedonn�es

Pourapprendreles invariancesil estintuitif dechercher� les représenterdansla
based'apprentissage.Cetteopérationpeutêtremenéeavant l'utilisation d'un algo-
rithmedediscriminationenpré-calculantlestransformationsdesexemples.Le jeude
donnéesélargi (exemplesréelset virtuels)contientainsi l'information � priori surles
transformations.En dépit de sasimplicité,cetteméthodeprésentel'inconvénientde
devoir stockerun grandnombrededonnéeset d'augmentersigni�cativementla taille
duproblème� résoudre.

Virtual-SVM : Cetteidéea étéappliquéedans[SCH96] avecVirtual-SVM. Les
auteursproposentun moyenderéduirela taille du problèmequi tient comptedu fait
que toute l'information utile � la classi�cation dansun SVM estcontenuedansles
vecteurssupports.L'idée estde ne générerles pointsvirtuels quepour les vecteurs
supportsensupposantquelesautrespointssonttrop éloignésdesfrontièrespourque
leurstransformationsaientunein�uence surla solution.Cetteméthoderequiertdonc
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trois phases: la sélectiondesvecteurssupports,la créationdespointsvirtuels et �
nouveaula sélectiondesnouveauxvecteurssupports.

Le Invariant SimpleSVMréalisela mêmetâchesi la transformationT(x; � )) est
approchéeparun nombre�ni depointsen�xant un nombre�ni devaleurspour � 2
� discr et

4.3.2. Adaptationdela mesuredesdistances

Présentéen 1993dans[SIM93] et appelétangent distance, la motivation estde
trouverunemeilleuremesurequela distanceeuclidiennepourrépondreauproblème
poséparlesinvariances.Eneffet, unelégèretranslationdansuneimageengendreune
grandedifférenceavecunedistanceeuclidiennesansquecelaait un réelsenspour la
discrimination.L'algorithmeTangent-Prop a étéproposédans[SIM 96] et consiste�
utiliser la distancetangentedansles réseauxde neurones.Pource qui estdesSVM
nousdécrivonsbrièvementdeuxexemplesd'applicationdecettedistance.

Invariant SVM : L'idée estd'associerchaquevecteuravecun ou plusieursvec-
teurstangentset d'incorporerles invariancesdansla fonction de coût. La première
formulationaétépourlesSVM linéairesdans[Sch98] etaétéétendueauxSVM non
linéairesdans[CHA 02]. La fonctiondecoût� minimiserdevientdansle caslinéaire:

8
><

>:

min
f ;b

(1 � 
 )kf k2
H + 


mX

i =1

kf (dxi )k2

avec yi (f (x i ) + b) � 1 i 2 [1; m]

(17)

où 
 estle paramètredecompromis(
 = 0 donneun SVM standardet 
 ! 0 force
l'hyperplan � êtrepratiquementorthogonalaux directionstangentes)et les dx i sont
lesvecteurstangents.

L'optimisationdecettefonctiondecoûtrevient � utiliser un SVM classiqueaprès
unephasedepré-traitementoùlesdonnéessontprojetéeslinéairement.Onobtientdes
résultatssimilairesdansle casnonlinéaireavecunephasedepré-traitementconsistant
enuneprojectionnonlinéaire.

TangentDistanceet TangentVector Kernels: En continuantdansl'idée d'uti-
liser la distancetangente(TD-measure) les noyaux intégrantles invariancesont été
développés.Dans[HAA 02] lesauteursproposentlesTangentDistanceKernels. Briè-
vement,ils dé�nissentdesdistancestellesquemean-TDet midpoint-TDdérivéesde
la distancetangenteet lessubstituentdansdesnoyauxclassiques.Dans[POZ 03] les
auteursutilisentunnoyauqui mesurela distanceentredestrajectoiresplutôtqu'entre
despoints.

Le Invariant SimpleSVMest similaire � cesméthodessi on approcheles trans-
formationspar despolynômesdu premierdegré (T(x; � ) ' x + r � T(x; 0)� ), � 2
� discr et .
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4.3.3. ApproximationPolynomiale

Semi-de�nite Programming Machines: AveclesSDPM[GRA 04], lesauteurs
essaientd'apprendreles trajectoiresdestransformationsdifférentiablespointsréels.
Ils montrentqueleproblèmepeutêtrerésolupourdestransformationsquipeuventêtre
représentéesoùapprochéespardespolynômes.Leur approcheestfondéesurle théo-
rèmedeNesterov etils formulentle problèmed'apprentissagecommeunproblèmede
programmationsemi-dé�nie(SDP, semi-de�niteprogramming)souscontraintepoly-
nomiale.Toutefoisleur approchedevient trèsvite trop complexe car elle requiertde
résoudredesproblèmesSDPdegrandetaille, cequ'on nesaitpastrèsbien faireau-
jourd'hui.

Le Invariant SimpleSVMcontientégalementcetteapprochesi l'on approcheles
transformationpar despolynômesde seconddegré (T(x; � ) ' x + r � T(x; 0)� +
1
2 � > H � � ),), � 2 � discr et .Dansle casséparable,nousfaisonsmoinsd'hypothèseset
nouspouvonsrésoudredirectementle problème.Enrevanchenoussommespénalisés
parle besoindediscrétiserl'espacedesparamètresdansle casnonséparable.Eneffet,
malgréla complexité derésolution,lesSDPMtravaillentdansl'espaceoriginal � .

4.3.4. InvariantSimpleSVM

Nousprésentonsici l'implémentationde Invariant SimpleSVMqui correspond�
l'ajout depointsvirtuels(l'équivalentdu Virtual SVM). Comparé� SimpleSVMseule
la phase4 del'algorithme1 change.Au momentoùdansSimpleSVMnoussélection-
nonslespointsqui violent le plus lescontraintesdansle dual (c'est � dire le point le
plusmalclassédansle primal),InvariantSimpleSVMsélectionnela transformationde
cepoint qui viole encoreplus lescontraintes(celapeutêtrelui-même).Nouspropo-
sonsici plusieursheuristiquespourle casoùl'espacedesparamètres� estdiscrétisé:

– recherchecomplète: � chaqueitérationon neregardequ'un seulpoint et toutes
sestransformationset onvéri�e qu'aucunneviole lescontraintes,

– rechercheincomplète: � chaqueitérationon regardeun groupedep point et si
l'un d'eux viole lescontraintesalorson regardesestransformations,

– recherchealéatoire: peut être appliquéedansles deux casprécédants.Plutôt
quedeconsidérertoutesles transformationsd'un point, on enregardequelquesunes
choisiesau hasard.Cetteheuristiquediminue considérablementle tempsde calcul
maisnegarantiplusl'obtentiondela meilleuresolution.

5. Uneboîte à outils en Matlab

Nousavonsmis enœuvrelesalgorithmesprésentésprécédemmentsousla forme
d'un ensemblede programmesconstituantune boîte � outils Matlab2. Nous allons
maintenantdécrirecet ensemblede programmes.Les deux fonctions les plus im-
portantessont �����

���	��


��	 
���
�� ��� ��
 
 ������� 
���� ���������




�������




�������
��� � !���� et �

2. Disponiblesur
�!�
�����	�������

��	
 ���������������������
���
 �"�#!�
�!��#!

�
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��� �

��������
�� � ����� � .Ellespermettentrespectivementd'apprendre� partird'un échan-
tillon contenudans� ��
 
������ etdecalculer� . Le paramètred'entrée�
��� ��!�� estfacul-
tatif maisil esttrèsutile, caril permetd'utiliser le caractèreréentrantdel'algorithme
eninitialisantnotrealgorithmeavecunpointprochedela solution.

5.1. Initialisation

Le principegénéralde l'algorithme estpardéfautde commencerpar trèspeude
points.Ainsi, lespremièresitérationssonttrèsrapides.La stratégiela plussimplepour
initialiser le processusestle tiragealéatoired'un point parclasse.Elle estutiliséepar
défaut.Il existed'autrescritèrespourchoisirunpointparclasse.Onpeutparexemple
leschoisirde sortequela distancequi lesséparesoit la pluscourtepossible.On est
ainsisûrdecommenceravecdespointsqui serontvecteurssupports[ROO00].

On peutaussiprocéderen projetantla solutioncalculéesanscontraintessur un
sous-ensembledespoints,� l'intérieur dudomaineadmissible.Onconstitueainsitrois
groupesdepoints(saturés� C, actifset inactifs).On metdansle groupedessaturés
tous les points tels que� � C, dansle groupedesinactifs tous les points tels que
� � 0 et lesdernierscommesolutioncandidatedansle groupedessupports.

5.2. Résolutiondu systèmelinéaire

Le cœurde l'algorithme,et aussila partiela plus gourmandeen tempsdecalcul
estla résolutiondusystèmedela forme:

�
G y

y> 0

� �
�
�

�
=

�
e

f

�
: (18)

De façon� pouvoir garderle béné�cedela positivité dela matriceG, le système
estreformuléendécouplantlesvariables.En dé�nissantM = G� 1y et N = G� 1e,
� et � sontdonnéspar: 8

<

:
� =

y> N � f
y> M

� = N � �M
(19)

Deuxstratégiesdifférentespeuventêtreutiliséespourrésoudrele systèmelinéairede
type Gx = b. Puisquenoussavonsla matriceG dé�nie positive, la factorisationde
Cholesky est la plus ef�cace. Mais dansle casoù la matriceG estsingulièreil est
préférabled'utiliser la factorisationQR.

En pratiquepour résoudrenotreproblème,voici commentutiliser la décomposi-
tion deCholesky :

���������
#����
	��
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� � ��� ������� � �	��

����
�"������!� #�� �
�!����� ���!���
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� � ��� ����������� ����� #�����
�
���

��
����������
��
 �

��!#�#�����
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#������

!� � ����� �!� � � 	������"���!� 	��

�!#��
��� ��� ��#�������
!�
�!� �

La factorisationQR s'écrit G = QR avecR unematricetriangulairesupérieureet Q
unematriceorthogonale(Q> Q = I ). Nousutilisonscettedécompositiondemanière
classique.Elle s'écrit enMatlab:

#�$&%('*)

��+
� ��� 	��

� �

'

�

$

� ��� �

� �

'

�

$

� ��� �

5.3. RésolutionDynamique

Sachantquenousavonsbesoinde refaire ce calcul � chaqueitérationde l'algo-
rithme avec seulementun point de différencepar rapport� l'itération précédente,il
estintéressantde regarderlesméthodesincrémentalesdont la complexité estO(n2)
plutôt que les méthodesdirectesen O(n3). Les deux algorithmesde factorisation
(Cholesky et QR) peuvent être traitésde la sorte.Il est aussipossiblede calculer
incrémentalementG� 1 l'in versede la matriceG, enutilisant la formuledeSherman
Morrison.Cettedernièresolutions'avèrepourl'instant la plusef�cace.

5.3.1. Formulationdel'�volution dela matrice

Lesformulesprécédentess'appliquentlorsquela matriceB dunouveausystème�
résoudres'écrit sousla formeB = A + uv> , o� A estla matriced'un systèmedont
on conconnaîtsolutionavecu et v deuxvecteursdonnés.Dansnotrecas,lorsquela
taille dela matriceaugmenteil fautécrire:

Gnew =

0

B
B
B
@

Gold

0
...
0

0 : : : 0 1

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

0
...
0
1

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

gnew
1
...

gnew
n

� 1

1

C
C
C
A

>

+

0

B
B
B
@

gnew
1
...

gnew
n

gnew
n +1

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

0
...
0
1

1

C
C
C
A

>

Pourdiminuerla taille dela matriceon reprendrale mêmeprincipe.

5.3.2. Factorisationincr�mentale

Matlabproposeuneimplémentationdelamiseajourdynamiquedela factorisation
deCholesky. Elle n'estcependantpasproposéedansnotreboîte� outils carelle s'est
avéréepeuef�cace.

La décompositionQR a elle aussisaversionincrémentale.Il existe mêmedeux
méthodespourarriver� mettre� jour lesmatricesQ etR. Matlabproposelesfonctions
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QRinsertet QRdeletequi permettentla mise � jour de la décompositionquandon
ajouteousupprimedeslignesoucolonnes,ainsiquela méthodeQRupdate.

5.3.3. ShermanMorrison

La méthodedeShermanMorrisonpermetdecalculerincrémentalementl'in verse
d'une matrice.La boîte� outils utilise la formulede ShermanMorrisonsur desma-
tricessymétriquesdela façonsuivante:
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La complexité decetteméthodeest3n2.

5.4. Conseilsur le choix dela méthode

Dansla boîte� outils quenousproposons,le choix de la méthodede résolution
dusystèmelinéaireestunparamètrelaissé� la préférencedel'utilisateur. Demanière
généralenouspouvonstoutefoisdonnerlescasd'utilisation majeurs:

– basededonnéedepetitetaille etnoyauclassique(semi-dé�nipositif) : Cholesky
estalorsun bon choix pour sastabiliténumériqueet sarapiditéen Matlab. Dansla
versionactuelledela boîte� outils,cetteversionestla seule� utiliserducodecompilé
et doncplusrapide,

– basededonnéedegrandedimensionet noyauclassique: ShermanMorrisonest
alorsla méthodela plusadaptéecarc'estuneversionincrémentale,

– noyaunonsemi-dé�ni positif : QR estalorsla seuleméthode� utiliser quelles
quesoientlesdonnées,car elle ne requiertaucun� priori sur la matrice� décompo-
ser. En revanchecetteméthodeestplus lente (de l'ordre de 26n2 contre 1

3 n2 pour
Cholesky enversionincrémentale.)

5.5. Ajout d'un point dansla solution

Plusieursstratégiespeuventêtreadoptéeslors dela phased'ajout d'un point dans
le groupedessupports.La première,la plusprochedela formulationmathématique,
consiste� prendretous les pointsdesgroupessaturéset inactifs et véri�er que les
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contraintessont bien satisfaitespour tous.Si l'on travaille sur une grandebasede
données,onréaliseraqu'aussibienenmémoirequ'encalculs,cetteopérationdemande
beaucoupde ressources.Notre idée est de segmentercet ensemblede points et de
chercherun point � ajoutersur dessous-groupesde p points.S'il n'y a aucunpoint
� ajouterdansle premiergroupe,on regardedansle suivantjusqu'� trouverun point.
Si aprèsle passageenrevuedetouslespointson n'a rien trouvé,alorsnousavonsla
solution�nale. Au contrairedèsquel'on trouve un point, on le rajoutesansregarder
plusloin et on revient � la premièreétapeavecnotrenouveaujeu d'actifs. Plusle pas
de segmentationp estpetit, plus le calcul de véri�cation de l'optimalité est rapide.
En revancheplus le pasestpetit, plus on choisit de pointsqui serontrejetéspar la
suitecaron ne prendpas� chaqueitérationle pire de tous,maisle pire dequelques
uns.On seretrouve donc� devoir choisirun compromisentrele nombred'itérations
et la taille du calcul � chaqueitération.En pratiquenousavonsconstatéqu'un pasde
l'ordre d'unecentainedepointsestengénéralunboncompromis.

5.6. Critère d'arrêt

Nousavonsvu quel'algorithmeconverge(3.3),maispourdesraisonsdeprécision
machinenousdé�nissonsuneborned'erreur � de l'ordre de 10� 5. L'algorithmeest
alorsarrêtéquandchacundes� i et � i estpositif ou nul � � près.Nousadmettonspar
l� quel'algorithme � convergélorsquechacundespointscontribuepour moinsde �
ausautdedualité[SCH02].

6. Expérimentations

Danscettepartienousallonsdonnerlesrésultatsdedifférentesexpériencesvisant
� montrerlesavantagesdeSimpleSVMet InvariantSimpleSVMenpratique.Pourdes
problèmesde taille réelle nousavons besoind'outils rapideset dont la complexité
permetted'utiliser desbasesde donnéesde grandedimensiontout en restantdans
destempsraisonnables.La premièreétudeexposéeici estuneétudepratiquedecom-
plexité par rapport� SMO. La deuxièmeétudeest la miseen œuvrede SimpleSVM
sur la basede reconnaissancede caractèreMNIST qui contient60000exemplesde
dix classesen dimension576.La dernièreétudecompareles performancesde Inva-
riant SimpleSVMaux résultatsconnussur la basede caractèresUSPS(9298images
endimension256).La machineutiliséepourmenercesépreuvesestunPCsouslinux
(pentium4 3GHzavec1GodeRAM).

6.1. ÉtudedecomplexitéetcomparaisonavecSMO

Le but decetteexpérienceestd'avoir unaperçuconcretducomportementdeSim-
pleSVMindindépendammentlamachinesurlequelil estmisenœuvre.notredémarche
consiste� choisirun problèmeet dele résoudrepourdifférentestailles.On peutainsi
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suivre l'évolution du tempsd'exécution.La pentede la droiteainsiobtenueencoor-
donnéeslogarithmiques,nousdonneuneestimationdela complexité del'algorithme.
Pourcomparerlesperformanceset la complexité denotresolution,nousavonschoisi
defaire la mêmeexpérienceavecun solveurreconnucommeétantparmi lesplusra-
pide,SMO.SMOestuneméthodeproposéepar[PLA 99]. Elle consiste� décomposer
le problèmeensous-problèmesdedeuxpointset � optimiserainsi les� deux� deux.
De cefait il n'y a plusdeproblèmequadratiquedegrandetaille � résoudre.Le choix
descouples� optimiserestfait selondifférentesheuristiques.

6.1.1. Cadre exp�rimental

Cetteétudeconsiste� comparerl'évolution destempsde calculsen fonction de
la taille du jeu d'apprentissage.L'expérienceesteffectuéesurdesdonnéesendamier
(problèmedescheckers, voir �gure 1).
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Figure 1. A gauche : forme desdonn�esutilis�es pour comparer la complexit� de
SMOet SimpleSVMenfonctiondela taille du jeud'apprentissage. A droite : courbe
de complexit� de SMOet SimpleSVMsur le problèmedu damier. On repr�senteici
le tempsd'ex�cution (en log) en fonctiondu nombre de pointsen apprentissage (en
log �galement).Lestestsonteffectu�s pour unetaille d'apprentissage allant de 100
� 3000points.Au del� de200points,SimpleSVMestplusrapidequeSMO,avecune
complexit� del'or dreden1;2 contren2;5 pourSMO.

Le codeutilisé pourSMO estcelui de la toolboxMatlab [CAW 00]. Le noyauet
lesparamètressontidentiques:

– NoyauGaussien

– � = 0; 25

– C = 500

La méthodederésolutionestQR danssaversionincrémentale(QRupdate).
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6.1.2. R�sultatset Discussion

La �gure 1 montrequesurceproblèmeSimpleSVMestbeaucoupplusef�cace que
SMO quandla taille du jeu d'apprentissagedevient grand.On remarqueparailleurs
quesurdespetitsjeuxdedonnées,SMO estplusrapide.

Surceproblèmeconcretnousvoyonsl'impact dela stratégiedeSimpleSVMqui ne
prendpasencomptelespointsnonvecteurssupportslorsdela résolutionduproblème.
Eneffetenaugmentantle nombredepointsdansledamier, onajoutetrèspeudepoints
surlesfrontièresetbeaucoup� l'intérieur descases.Alors queSMOdoit comparerde
plusenplusdecouples,SimpleSVMnesesertdespointsnonvecteurssupportsqu'au
momentdel'ajout d'un nouveaupoint.

Il fautnoterici quesi l'on setrouve face� un problèmeoù le nombredevecteurs
supportsaugmenteavec la taille de la based'apprentissage,alors SimpleSVMsera
pénalisé.La complexité deSimpleSVMdépendplusdu nombredevecteurssupports
quedunombredepointsd'apprentissage.Ceintferal'objet d'uneétudeexpérimentale
pluspousséedansdeprochainstravaux.

6.2. MNIST

Nousnousintéressonsmaintenant� l'utilisation de SimpleSVMdansle cadrede
problèmesdetaille réelle.Pourcelanousl'avonstestésur le problèmedereconnais-
sancede caractèresmanuscritsMNIST. Ce jeu de donnéesest constituéde 60000
imagespourl'apprentissageet10000pourle test.Lesimagesreprésententleschiffres
de0 � 9 issusdecodespostaux.Chaqueimage� unetaille de28 � 28 pixelsdont la
valeurestcompriseentre0 et 256.

6.2.1. Cadre exp�rimental

Tous les réglagesont étéeffectuéssur l'ensembled'apprentissageseul,celui-ci
étantdiviséenun ensembled'apprentissagede50000pointset un ensembledevali-
dationde10000points.Les imagesont étédétouréesdeleur cadreblanc(on a donc
retiré2 pixelsdechacundes4 cotés).Lesimagessontainsiréduites� 576dimensions
aulieu de784.Parailleursla valeurdespixelsa ététranslatéeet réduite� l'intervalle
[� 1; 1].

MNIST comprenant10 classes,il a fallut choisir uneméthodede classi�cation
multi-classes.Lesdeuxprincipales,facilementmisesenœuvre� partirdeclassi�eurs
binaires,sontle 1 contre1 et le 1 contretous.Dansle premiercas,nousobtenons45
classi�eursbinairesapprenantchacunsurunemoyennede12000points(l'équivalent
de 2 classes),et la classi�cation estdonnéepar un vote majoritairesur l'ensemble
desclassi�eurs.Dansl'autre casnousobtenons10classi�eursqui apprennentchacun
sur tous les points de la based'apprentissageet la classi�cation est donnéepar le
classi�eurqui af�che la plusgrandevaleurdela fonctiondedécision.La complexité
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Noyau � C tempsd'apprentissage erreur1 erreur2
Gaussien 0:002 20 1h45(de30s� 400s) 1.71% 0.50%
Gaussien 0:004 5 2h45(de60s� 720s) 1.48% 0.48%
polynomialordre5. 0:0005 20 1h15(de16s� 360s) 1.90% 0.69%

Tableau2. R�sultatdesSVMsurla basededonn�eMNIST. Entreparenthèsesestpr�-
cis� ensecondelestempsminimumet maximumpris pour estimerun SVM.L'erreur
2 correspond� la priseencomptedela deuxièmeclassepropos�elorsduvote.

deSimpleSVMétantfortementliéeaunombredevecteurssupportsetpourdesraisons
decapacitédemémoire,nousavonschoisid'implémenterle 1 contre1.

Les résultatspubliéspour MNIST avec desSVM utilisent le noyau gaussienou
le noyau polynomial. Nous avons choisi d'utiliser le noyau gaussiende la forme
k(xi ; xj ) = exp(� � (xi � xj )2). Nousavonségalementutilisé un noyaupolynomial
(dontl'ordre estarbitrairement�xé � 5) dela formek(xi ; xj ) = (� � xi

> � xj ) + 1)5.
Danstousles casla méthodederésolutionutiliséeestSherman-Morrison.Lesdeux
paramètresessentiels� déterminersont la largeurde bandedu noyau(� ) et le para-
mètrede régularisationC. Le problèmepour réglercesparamètressur unebasede
donnéesdecettedimensionestle tempsdecalcul.Nousavonsdonccherché� régler
lesparamètressurun sous-ensembledesdonnéeset tentéd'utiliser cesvaleursopti-
malespourl'ensembledesdonnées.Nousavonstravaillé surunegrille deparamètres
munied'un masque(de façon� éviter les combinaisonsde paramètresqui vont sur-
régulariser(etmettretouslespointsdansla marge)oupoursur-apprendre(équivalent
auxhard marginsavecC inactif).

La �gure 2 montreunecarteobtenuepourun ensembled'apprentissagede 5000
pointset un ensemblede testde 10000points,tirés au hasarddansle jeu d'appren-
tissage.Chaquepoint donnele tauxde bonneclassi�cationdu classi�eur 1 contre1
pour la combinaisondeparamètres(� ; C). Lestempsd'apprentissagedépendentdes
paramètresdansle sensoù plus C estpetit, plus il y a de vecteurssupportsdont les
multiplicateurs� sontbloqués� la valeurdeC et plus� estgrand,plusla largeurde
bandeestpetite,plusonapprendparcœurslesdonnées(cequi donneplusdevecteur
supports).Doncsur la carte2, les tempsd'apprentissagesontles plus courtspour �
petit et C grand,et les plus longsdansl'angle opposé.Pouravoir un ordred'idée,
l'apprentissagele plus long a duré28 minuteset le pluscourt5 minutes(pourles45
classi�eurs).Il estdoncclair quele gainenperformanceici estcoûteuxentemps.

6.2.2. R�sultatset discussion

Lesrésultatsprésentésdansle tableau(2) sontobtenussur le jeu detest.Celui-ci
n'a étéutilisé quepourl'obtentiondecesrésultats�naux.

Lesperformancesentauxdeclassi�cationn'atteignentpaslahauteurdesmeilleurs
résultatspubliés.Cela s'explique en partie par l'absencede pré-traitementsur les
images.Car notre objectif n'était de donnerla meilleuresolution mais de montrer
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Figure 2. Carteobtenuepour un ensembled'apprentissage de5000pointset un en-
semblede testde10000points,tir�s au hasard dansle jeu d'apprentissage. Chaque
pointdonnele tauxdebonneclassi®cationduclassi®eur1 contre1 pour la combinai-
sondeparamètres(� ; C). Lemeilleurtauxdeclassi®cationestmontr� par le triangle
pointantvers le haut, le meilleurcompromisperformance/tempsdecalcul par la tri-
anglepointantvers le bas.

qu'en un tempsraisonnable(uneheurededemidecalcul)et avecun environnement
decalculconvivial commeMatlab, il estrésoudreun problèmeréeldegrandetaille.
En revanche,lesperformancesenvitessed'exécutionsontsatisfaisantescomptetenu
dufait quel'on traitela basecomplètesansstratégiedechunking[OSU 97] ouautre.Il
fautenmoyenne3 � 4 minutespourentraînerunclassi�eurbinaireavec12000points
(cestempsdépendentdesparamètreschoisisdansle mesureoù le tempsde calcul
dépendaussidunombredevecteurssupports).

6.3. Invarianceset reconnaissancedecaractères

6.3.1. Cadre Exp�rimental

Nousutilisonsici labasededonnéesUSPSqui contient7291images16� 16pixels
comprisdans[� 1; 1] pourl'apprentissageet 2007imagesdetest,celle-ciétantréser-
véepourl'obtentiondesrésultats�naux. Lesimagesreprésententleschiffresde0 � 9
issusdecodespostaux.Cettebasededonnéesestlargementutiliséeet denombreux
résultatssontdisponiblespourla comparaisondesperformances.Parailleurscesdon-
néessontdif�ciles, l'erreur humaineestde 2,5%.Les transformations� considérer
sontdéduitesde la naturedesdonnées.Un chiffre � la mêmesigni�cation indépen-
dammentdestranslations,petitesrotationsou l'épaisseurdu trait. Par conséquentles
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transformationsutiliséesdansles expériencessont les translationsverticaleset ho-
rizontalesde 1 pixel, les rotationsd'angles10� , l'épaississementet l'af �nement du
trait. Cestransformationssontcalculées� la voléequandnécessaire.Le but estd'évi-
ter le stockagede toutesles transformationspourpouvoir traiterdessgrandsjeux de
données,celaaugmenteenrevanchele tempsdecalcul.

6.3.2. R�sultatset discussion

Notre objectif est ici d'une part de montrerque notre algorithmeest rapideet
ef�cace et d'autrepartd'explorerdifférentescombinaisonsdetransformations(tâche
jusquel� renduefastidieusepar les tempsde calculs,les résultatspubliésavec les
SVM concernentsouvent uniquementla translationde 1 pixel). Les résultatssont
montrésdansle tableau3 etontétéobtenusenappliquantl'heuristiquedela recherche
incomplète.Lesparamètresontétéobtenusparvalidationcroiséeetle tableau4 donne
lesprincipauxrésultatspubliés.

Noyaux Largeurdebande C Transformation Erreur Temps
Gaussien exp(-7) 1000 aucune 5.08 -
Poly3 exp(-4) 0.1 aucune 4.04 270sec
Poly3 0.02 10 aucune 4.38 96sec
Poly3 0.02 10 tr 3.84 615sec
Poly3 0.02 10 tr+rot 3.79 -
Poly5 0.1 10� 5 aucune 4.09 235sec
Poly5 0.1 10� 4 tr 3.44 1800sec
Poly5 0.1 10� 4 tr+rot 3.19 3200sec
Poly5 0.1 10� 4 tr+aff 3.14 -
Poly5 0.1 10� 4 tr+aff+épai 3.24 2400sec
Poly 5 0.1 10� 4 tr+r ot+aff 2.99 2300sec
Poly5 0.1 10� 4 tr+rot+aff+épai 3.24 4800sec
Poly6 0.1 10� 4 aucune 4.33 336sec
Poly6 0.1 10� 4 tr+rot+aff 3.14 3300sec

Tableau 3. R�sultatssur USPS: Sontreport�s dansce tableaules r�sultats obtenus
avecInvariantSimpleSVM. Lestransformationsappliqu�essontla translationde 1
pixel (not�e tr), la rotation (rot), l'af®nementet l'�paississementdestraits (respecti-
vementaff etépai). Le meilleurr�sultat estobtenuenmoinsde40minutes.

Nousmontronsici queInvariantSimpleSVMestef�cace.Remarquonsici quenous
avonsimplémentélesversionéquivalentesauxVirtual-SVM[SCH96] maisquenous
obtenonstoutefoisdemeilleursrésultats.Celas'expliqueenparticulierparle fait que
noussommesplus �éxibles sur le choix despointspour lesquelsnousgénéronsdes
pointsvirtuels. En effet nousregardonsles transformationsde chaquepoint qui est
aumoinsunefois candidatpourêtrevecteursupport,mêmes'il ne l'est pasau�nal.
Le calcul desinvariancesralentit considérablementles calculs(par un facteur10 en
moyenneen fonction destransformationsconsidérées)maisla méthoderesterapide



26 1re soumissionà RIA.

Méthode Erreur Temps
TangentDistanceKernel[HAA 02] 3.4% 7109sec

TangantVectorandLocalRep.[KEY 02] 2.0% -
Virtual SVM [SCH96] 3.2% -

InvarianceHyperplane+ V-SVM [Sch98] 3.0% -
GaussianMixture+TD+Virtual Samples[DAH 01] 2.4% -

InvariantSimpleSVM(ici) 3.0% 2300sec
Humanperformance 2.5% -

Tableau4. R�sultatspubli�s sur USPS: Sontreport�s ici lesprincipauxr�sultats et
lestempsdecalcul(apprentissage+test)quandils sontdisponiblessurUSPS.

comparéeauxautresapproches.Quant� l'ef fet desdifférentestransformations,il est
dif�cile deconclure.On notetoutefoisquela translationaméliorepluslesrésultats.

7. Conclusion

Les SVM sont connuscommeétantperformantsmais lents. Ici nousmontrons
qu'il estpossiblede résoudrele problèmed'optimisationdesSVM dansdestemps
tout � fait raisonnableset ce en Matlab. Danscet articlenousavonsprésentéles as-
pectsliés � la miseen oeuvred'un algorithmerapide.L'algorithmeSimpleSVMest
expliqué et l'implémentationen Matlab détaillée.Les principauxrésultatsde cette
étudesontd'une part uneboîte� outils disponiblequi fournit desméthodesrapides
pour SVM et d'autre part desexpérimentationsmontrantles capacitésde cet algo-
rithme en termede tempsde calcul et de l'évolution de cestemps.En outre,le fait
de pouvoir initialiser la méthode� partir d'une solutioncandidatearbitrairepermet
defacilementréglerleshyperparamètrespardesméthodesdevalidationcroisée.Par
ailleurs,de part la structurede l'algorithme, il estpossiblede traiter desproblèmes
variéstelsqueles invariances.L� encorenousobtenonsdebonsrésultatsrapidement
sansmodi�er fondamentalementl'algorithme mais simplementen y modi�ant une
étape.

D'un point devueplusgénéral,nousnousintéressonsici � la questiondela com-
plexité dansles méthodesd'apprentissageet les SVM en particulier. Notre objectif
estde pro�ter desparticularitésdu problèmedesSVM pour diminuer les tempsde
résolution� desordresallantdeO(m) � O(m2).

Remerciements

Noustenons� remercierJean-PierreYvonqui nousavait initialementdonnél'idée
d'utiliser uneméthodedecontraintesactivessurceproblème,Olivier Bodardqui nous
a aidé� l'améliorer, ainsiqueAlice Briantet YannickPencoléqui nousontaidéslors
dela �nalisation del'article.



Boîteà outilsSVM simpleet rapide 27

NationalICT Australia(NICTA) est�nancé parl'initiati vedu gouvernementaus-
tralienBackingAustralia'sAbility etenpartieparle Conseildela RechercheAustra-
lienne(ARC, AustralianResearchCouncil).Cetravail a étésoutenupardes�nance-
mentsdel'ARC.

Ce travail est �nancé en partiepar le ProgrammeIST de la CommunautéEuro-
péenne,avec le réseaud'excellencePASCAL, IST-2002-506778.Cettepublication
re�ète uniquementle pointdevuedesauteurs.

8. Bibliographie

[ATT 99] ATTEIA M., GACHES J., ApproxiationHilbertienne, PressesUniversitairesdeGre-
noble,1999.

[CAW 00] CAWLEY G. C., « MATLAB SupportVectorMachineToolbox(v0.55� ) », Uni-
versityof EastAnglia, Schoolof InformationSystems,Norwich, Norfolk, U.K. NR4 7TJ,
2000,

���
��� �	�
�������!���!�!#���������� ���
� � � ��� ������� "
� �
�!�!�!� �����
��#������
.

[CHA 02] CHAPELLE O., SCHÖLKOPF B., « Incorporatinginvariancesin nonlinearSVMs »,
S. D. T. G. B., Z. G., Eds.,Advancesin Neural InformationProcessingSystems, vol. 14,
Cambridge,MA, USA, 2002,MIT Press,p. 609-616.

[DAH 01] DAHMEN J., KEYSERS D., NEY H., « CombinedClassi®cationof Handwritten
Digits Using the `Virtual TestSampleMethod' », Lecture Notesin ComputerScience,
vol. 2096,2001.

[GIL 91] GILL P. E., MURRAY W., SAUNDERS M. A., WRIGHT M. H., « Inertia-Controlling
Methodsfor GeneralQuadraticProgramming», SIAMReview, vol. 33,no 1, 1991.

[GRA 04] GRAEPEL T., HERBRICH R., « InvariantPatternRecognitionby Semi-De®nitePro-
grammingMachines», THRUN S., SAUL L., SCHÖLKOPF B., Eds.,Advancesin Neural
InformationProcessingSystems16, MIT Press,Cambridge,MA, 2004.

[GRE93] GRENANDER U., General PatternTheroy, OxfordUniversityPress,1993.

[HAA 02] HAASDONK B., KEYSERS D., « TangentDistanceKernelsfor SupportVectorMa-
chines», InternationalConferenceon Pattern Recognition, QuebecCity, Canada,ao�t
2002.

[KEY 02] KEYSERS D., PAREDES R., NEY H., V IDAL E., « Combinationof TangentVectors
andLocalRepresentationfor HandwrittenDigit Recognition», LectureNotesin Computer
Science, vol. LNCS 2396,p. 538-547,SPR2002,InternationalWorkshopon Statistical
PatternRecognition,Windsor, Ontario,Canada,springer-vertag�dition, Aug 2002.

[LEC 98] LECUN Y., BOTTOU L., BENGIO Y., HAFFNER P., « Gradient-basedlearningap-
plied to documentrecognition», Proceedingsof theIEEE, vol. 86,no 11,1998,p. 2278-
2324,

���
��� �	�
���!���
���	#�� � �
��� ��� � ����� 
���� ����

�����

.

[LOO 04a] LOOSLI G., « FastSVM Toolbox in Matlab basedon SimpleSVMalgorithm»,
2004,

���
��� �	�
������
���
 ������� �������������
�!�! �"�#
���!��#!

�

.

[LOO 04b] LOOSLI G., CANU S., V ISHWANATHAN S., SMOLA A. J., CHATTOPADHYAY

M., « Uneboîteà outils rapideet simplepour les SVM », L IQUIÈRE M., SEBBAN M.,
Eds.,CAp 2004- Conférenced'Apprentissage, PressesUniversitairesde Grenoble,2004,
p. 113-128.



28 1re soumissionà RIA.

[MIN 83] M INOUX M., Programationmathématique. Théorieetalgorithmes.Tome1, Dunod,
1983.

[OSU97] OSUNA E., FREUND R., GIROSI F., « An improved trainingalgorithmfo Support
VectorMachines», PRINCIPE J., GILE L., MORGAN N., WILSON E., Eds.,Neural Net-
worksfor SignalProcessingVII - Proceedingsof the1997IEEE Workshop, 1997,p. 276-
285.

[PLA 99] PLATT J., « Fasttrainingof supportvectormachinesusingsequentialminimalopti-
mization», SCHOLKOPF B., BURGES C., SMOLA A., Eds.,Advancedin KernelMethods
- SupportVectorLearning, MIT Press,1999,p. 185-208.

[POZ 03] POZDNOUKHOV A., BENGIO S., « TangentVectorKernelsfor InvariantImageClas-
si®cationwith SVMs », IDIAP-RR no 75,2003,IDIAP, Martigny, Switzerland,Submitted
to InternationalConferenceon PatternRecognition2004.

[ROO00] ROOBAERT D., « DirectSVM : A simple supportvector machineperceptron.»,
Neural Networkfor SignalProcessingX - Proceedingsof the2000IEEE Workshop, New
York IEEE,2000,p. 356-365.

[SCH96] SCHÖLKOPF B., BURGES C., VAPNIK V., « Incorporatinginvariancesin support
vector learningmachines.», C. VON DER MALSBURG W. VON SEELEN J. V., SEND-
HOFF B., Eds.,Arti�cial Neural Networks—ICANN'96, vol. 1112,Berlin, 1996,Springer
LectureNotesin ComputerScience,p. 47-52.

[Sch98] SCHÖLKOPF B., SIMARD P., SMOLA A., VAPNIK V., « Prior knowledgein support
vectorkernels», JORDAN M. I ., KEARNS M. J., SOLLA S. A., Eds.,Advancesin Neural
InformationProcessingSystems10, Cambridge,MA, 1998,MIT Press,p. 640-646.

[SCH02] SCHÖLKOPF B., SMOLA A. J., Learningwith Kernels, MIT Press,2002.

[SIM 93] SIMARD P., LECUN Y., J. D., « ef®cientpatternrecognitionusinganew transforma-
tion distance», HANSON S., COWAN J., GILES L., Eds.,Advancesin Neural Information
ProcessingSystems, vol. 5, MorganKaufmann,1993.

[SIM 96] SIMARD P., LECUN Y., DENKER J. S., V ICTORRI B., « TransformationInvariance
in PatternRecognition-TangentDistanceandTangentPropagation», Neural Networks:
Tricksof theTrade, 1996,p. 239-27.

[STE03] STEINWART I ., « Sparsenessof SupportVector Machine», Journal of Machine
LearningResearch, vol. 4, 2003,p. 1071-1105.

[VIS 03] V ISHWANATHAN S. V. N., SMOLA A. J., MURTY M. N., « SimpleSVM», Pro-
ceedingsof theTwentiethInternationalConferenceon MachineLearning, 2003.


