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Résumé :
Le but de ce travail est de montrer qu’il est possible de faire de la discrimination
à l’aide de Séparateurs à Vaste Marge (SVM) sur des très grandes bases de don-
nées (des millions d’exemples, des centaines de caractéristiques et une dizaine de
classes). Pout traiter cette masse de données, nous nous proposons d’utiliser un
algorithme « en ligne » où les exemples sont présentés les uns après les autres.
Cette approche permet à la fois une mise à jour rapide de la solution (qui ne
dépend que d’un seul exemple à la fois) et la gestion efficace de la base d’appren-
tissage (qui n’a pas à être entièrement en mémoire). L’application visée est la
reconnaissance de caractères avec prise en compte des invariances dans les don-
nées. Pour cela, nous adaptons l’algorithme LASVM (Bordes et al., 2005) (une
méthode en ligne pour les SVM) en nous inspirant de (Loosli et al., 2005) pour y
intégrer la connaissance a priori sur l’invariance.
Mots-clés : SVM, apprentissage en ligne, grande échelle, méthodes actives, inva-
riances, masses de données, discrimination.

1 L’apprentissage en ligne à grande échelle
Notre étude se place dans un contexte bien défini : nous nous intéressons à la ques-

tion de l’usage des SVM pour l’apprentissage en ligne de très grandes bases de données.
L’apport principal de ces travaux est de montrer que contrairement à une idée très ré-
pandue, il n’est pas exclu d’utiliser ce type de méthodes pour des problèmes de grandes
dimensions.
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L’apprentissage en ligne pose un problème assez particulier. En effet on s’impose de
ne jamais revenir en arrière dans les données. En pratique, tout point ne peut être consi-
déré qu’une seule fois pour l’apprentissage et tout point non retenu est définitivement
oublié. Il faut donc à la fois retenir suffisamment de points pour pouvoir résoudre le
problème traité et en oublier suffisamment pour ne pas avoir à garder en mémoire trop
d’information redondante (ce qui aurait pour effet de limiter la capacité à traiter plus de
données). L’algorithme LASVM (Bordes et al., 2005) répond à ces critères. Cette mé-
thode s’appuie sur une sélection active des points à intégrer dans la solution et donne
des résultats très satisfaisants pour une utilisation en ligne (bien qu’il soit également
possible de l’utiliser dans un mode moins contraint sur ce point et d’autoriser plusieurs
passes sur les données).

L’apprentissage de grandes bases de données est un objectif important car cela repré-
sente une grande part des problèmes réels. Les limitations bien connues sont la mémoire
et le temps de calcul. Les enjeux sont donc de trouver des algorithmes qui conduisent
à des solutions les plus parcimonieuses possibles (ce qui a pour effet immédiat une ré-
duction de la mémoire et du temps nécessaire pour la classification et on peut espérer
une réduction des besoins de l’apprentissage également).

L’apprentissage en ligne et l’apprentissage des grandes bases de données sont des
objectifs compatibles et complémentaires. Si on admet que l’on a à disposition un al-
gorithme en ligne qui donne des solutions équivalentes à un apprentissage hors ligne
(c’est-à-dire que l’erreur en test est similaire, que l’on ait vu une ou plusieurs fois
chaque exemple), alors on peut envisager d’utiliser cette méthode pour apprendre de
grandes bases de données. De la même façon, plus on possède d’exemples pour un pro-
blème donné et plus on peut s’attendre à obtenir de meilleurs résultats. Ainsi les grandes
bases de données sont (au même titre des les données réellement en ligne) traitables par
les algorithmes en ligne.

2 SVM adaptées aux grandes bases de données

Afin d’expliquer le fonctionnement de LASVM, nous présentons dans un premier
temps la formulation classique des SVM et discutons de la géométrie correspondante
au problème de programmation quadratique (QP). Ensuite nous abordons les itérations
qui constituent LASVM et la façon de les utiliser.

2.1 Support Vector Machines

On considère un problème de classification binaire, avec des exemples d’apprentis-
sage x1 . . . xn ∈ E associés à des étiquettes y1 . . . yn ∈ {+1,−1}. Nous nous donnons
un noyau k(., .), la fonction symétrique positive représentant une mesure de similarité
entre ses deux variables d’entrée. L’ensemble des fonctions représentées par combinai-
son linéaire finie du noyau forme l’espace H0 et s’écrit :

H0 =
{

f : E 7→ R

∣

∣

∣
n ∈ N, {αi}

n
1 ∈ R, {xi}

n
1 ∈ E, f(x) =

n
∑

i=1

αik(xi, x)
}
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Cet espace muni du produit scalaire

〈f, g〉H0
=

n
∑

i=1

m
∑

j=1

αiαjk(xi, xj)

est un espace pré-hilbertien, et de la norme induite est ‖f‖2
= 〈f, f〉H0

. L’espace des
hypothèses H, obtenu en complétant H0 ( H = H0) est un espace de Hilbert à noyaux
reproduisants. La propriété de reproduction du noyau k est donnée par la relation

〈f(.), k(., x)〉H = 〈

n
∑

i=1

αik(xi, .), k(., x)〉H = f(x)

La fonction de décision recherchée s’exprime par D(x) = signe(f(x)+b) avec f ∈ H
et le biais b. Le problème primal des SVM est alors :



















min
f,b

1

2
‖f‖

2
+ C

n
∑

i=1

ξi

yi

(

f(xi) + b
)

≥ 1 − ξi, i = 1, n
ξi ≥ 0, i = 1, n

(1)

avec ξi les variables positives de relâchement de contraintes et C le paramètre de
régularisation. Trouver f ∈ H, un problème difficile, revient en fait à trouver les co-
efficients α ∈ R

n (Representer Theorem, (Schölkopf & Smola, 2002)), ce qui est un
problème plus simple en passant par la forme duale (1). Le minimum est donc atteint
en résolvant le problème quadratique dual1 :

max
α

W (α) =
∑

i

αiyi −
1

2

∑

i j

αiαjk(xi, xj) avec
{
∑

i αi = 0
0 ≤ yiαi ≤ C

(2)

Un exemple xi est appelé vecteur support quand le coefficient αi correspondant est
non nul. Le nombre de vecteurs supports représente asymptotiquement une proportion
constante du nombre total d’exemples (Steinwart, 2004).

2.2 Directions admissibles
La géométrie du problème quadratique dual des SVM (2) est résumé par la figure 1.

Les contraintes de boîte 0 ≤ yiαi ≤ C restreignent la solution à un hypercube de di-
mension n. La contrainte d’égalité

∑

αi = 0 restreint en plus la solution à un polytope
F de dimension n − 1. On considère un point admissible α ∈ F et une droite conte-
nant ce point. Cette droite indique une direction admissible si son intersection avec le
polytope contient des points autres que α.

Les algorithmes de direction admissible mettent à jour de manière itérative la position
d’un point admissible αt. En premier lieu ils choisissent une direction ut et ensuite ils
suivent cette direction à la recherche du point admissible αt+1 qui maximise la fonction

1
αi est positif quand yi = +1 et négatif quand yi = −1.
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FIG. 1 – Géométrie du problème quadratique dual (2). Les contraintes de boîte 0 ≤
yiαu ≤ C restreignent la solution à un hypercube de dimension n. La contrainte d’éga-
lité

∑

αi = 0 restreint de plus la solution à un polytope de dimension n − 1 qui est le
segment [AB] dans cette figure en 2 dimensions.

BA BA

FIG. 2 – La fonction de coût quadratique limitée à la ligne de recherche peut avoir son
maximum à l’intérieur (gauche) ou à l’extérieur (droite) de la boîte de contraintes.

coût. L’optimum est atteint quand aucune amélioration n’est plus possible (Zoutendijk,
1960).

La figure 2 illustre les deux configurations possibles pour la recherche de point ad-
missible. La fonction de coût quadratique restreinte à la direction de recherche atteint
son maximum soit à l’intérieur, soit à l’extérieur du polytope. La position du nouveau
point admissible αt+1 se trouve grâce aux dérivées de premier et second ordre de αt

et aux emplacements des bornes A et B (qui elles sont données par les contraintes de
boîte).

αt+1 = αt + max

{

A, min

{

B,
dW (αt + λut)

d λ

(

d2 W (αt + λut)

d λ2

)−1
}}

ut

(3)
Le calcul de ces dérivées dans une direction arbitraire ut peut coûter cher car cela
implique tous les termes (n2) de la matrice noyau K. Au lieu de chercher une direction
admissible parmi toutes les directions possibles, il suffit en fait d’en choisir une dans
un ensemble restreint de directions bien choisies (Bordes et al., 2005, appendice). Ces
directions peuvent avoir beaucoup de coefficients nuls ce qui simplifie le calcul des
dérivées.

SMO (Platt, 1999) se sert de cela en ne considérant que les directions admissibles
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qui ne modifient que deux coefficients αi et αj par des valeurs opposées. La variante
la plus répandue du SMO repose sur un critère du premier ordre pour sélectionner les
paires (i, j) qui définissent les directions successives de recherche :

i = arg max
{s | αs < max(0, ys C)}

∂W

∂αs

j = arg min
{s | αs > min(0, ys C)}

∂W

∂αs

(4)

2.3 Complexité de l’optimisation

Le temps requis pour résoudre le problème quadratique dual du SVM grandit en nβ

avec 2 ≤ β ≤ 3. Par ailleurs, quand n augmente, la matrice noyau devient très grande
et ne peut plus être stockée en mémoire. Les solveurs SVM modernes maintiennent un
cache des valeurs du noyau récemment calculées. Un ordre de grandeur est obtenu en
évaluant quelle taille de cache est nécessaire pour éviter de recalculer systématiquement
les même valeurs du noyau. Soit n le nombre d’exemples et s le nombre de vecteurs
supports (qui grandit linéairement avec le nombre d’exemples). Soit en outre r ≤ s le
nombre de vecteurs supports « libres », c’est-à-dire tels que 0 < yiαi < C. Dans le cas
de SMO, le cache doit être capable de contenir environ n r entrées : les paires de coef-
ficients (i, j) sont en général choisis parmi les r vecteurs supports libres ; chaque étape
du SMO requière n valeurs distinctes du noyau pour chaque coefficient sélectionné.

Un problème d’apprentissage n’est pas exactement un problème d’optimisation. En
particulier cela n’a pas beaucoup de sens d’optimiser la fonction objectif primale (eq.
1) avec une précision beaucoup plus importante que celle issue du fait de travailler avec
un nombre fini d’exemples.

Des résultats formels existent pour l’apprentissage en ligne, qui utilisent une approxi-
mation du gradient stochastique. Ces algorithmes conçus pour le fonctionnement en
ligne vont beaucoup plus vite que l’optimisation directe de la fonction objectif primale
(Bottou & LeCun, 2004) : ils n’optimisent pas cette fonction de manière aussi précise
mais ils atteignent une erreur en test équivalente plus rapidement.

A notre connaissance, il n’existe pas de preuve formelle pour les algorithmes en ligne
résolvant la fonction duale de coût (eq. 2) et qui sont donc facilement utilisables avec
des méthodes à noyaux. Certains algorithmes en ligne à noyaux existent (Freund &
Schapire, 1998) mais ne sont pas très performants en pratique.

2.4 LASVM en ligne

Deux cadres ont été utilisés pour étudier les algorithmes en ligne, soit par les approxi-
mations stochastiques (Bottou, 1998) soit par le Perceptron (Novikoff, 1962). Plusieurs
auteurs (Freund & Schapire, 1998; Frieß et al., 1998; Gentile, 2001; Li & Long, 2002;
Crammer et al., 2004) ont modifié le Perceptron pour inclure une marge. D’autres va-
riantes plus anciennes du Perceptron telles que le minover et l’adatron (Nadal, 1993, et
références incluses), sont aussi très proches des SVM.

Le manque de résultats théoriques n’empêche pas la recherche d’algorithmes à noyaux
performants en ligne. Le Budget Perceptron (Crammer et al., 2004) montre qu’un algo-
rithme à noyaux en ligne doit être capable à la fois d’insérer et de retirer un vecteur sup-
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port de l’expansion courante. Le Huller (Bordes & Bottou, 2005) montre que ces deux
actions sont dérivables de l’augmentation incrémentale de la fonction duale W (α).

LASVM est un SVM en ligne qui augmente incrémentallement la fonction objectif
duale W (α). Il maintient un vecteur des coefficients courants αt et l’ensemble des
indices des vecteurs supports correspondants St. Chaque itération de LASVM reçoit un
nouvel exemple (xσ(t), yσ(t)) et met à jour le vecteur de coefficients αt en faisant deux
étape de SMO appelées process et reprocess.

– Process est une recherche de point admissible SMO (eq. 3) le long d’une direction
définie par la paire de points formée de l’indice de l’exemple courant σ(t) et d’un
autre exemple choisi parmi les indices vecteurs supports courants St en utilisant
le critère de premier ordre (eq. 4). Cette opération donne un nouveau vecteur de
coefficients α

′
t et peut insérer σ(t) dans l’ensemble d’indices S ′

t correspondant.
– Reprocess est une recherche de point admissible SMO (eq. 3) le long d’une di-

rection définie par la paire de points (i, j) choisis dans les indices des vecteurs
supports courants S ′

t en utilisant le critère de premier ordre (eq. 4). Cette opération
donne un nouveau vecteur de coefficients αt+1 et peut enlever i ou j de l’ensemble
des indices St+1.

Répéter les itérations LASVM sur des exemples choisis aléatoirement converge vers
la solution SVM avec une précision arbitraire. Toutefois, l’expérience montre que LASVM
donne aussi de bons résultats après une seule présentation de chaque exemple. Après
avoir présenté chaque exemple, les coefficients finaux sont affinés en faisant des repro-
cess jusqu’à convergence de la fonction duale W (αt).

LASVM en ligne
1: Initialisation α0

2: tant que il y a des points non traités faire
3: sélectionner un point non traité (xσ(t), yσ(t))
4: Process(σ(t))
5: Reprocess
6: fin tant que
7: Finition : répéter reprocess jusqu’à convergence

Cet algorithme à une passe est plus rapide que SMO et demande beaucoup moins de
mémoire. Pour éviter le calcul systématique des valeurs du noyau, le cache doit contenir
s r entrées alors que SMO en demande n r, c’est à dire que l’on permet d’oublier toutes
les valeurs concernant les points non vecteurs supports puisque l’on ne revient jamais
dessus alors que dans un SVM classique, on doit garder ces valeurs. Comme en général
s << n on gagne beaucoup en mémoire.

2.5 LASVM actif
Chaque itération de LASVM en ligne sélectionne aléatoirement un exemple d’ap-

prentissage (xσ(t), yσ(t)). Des stratégies plus sophistiquées de sélection d’exemples
conduisent à de meilleures performances de mise à l’échelle. On peut citer quatre stra-
tégies :
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– Sélection aléatoire : Prendre un exemple non vu au hasard.
– Sélection par gradient : Prendre l’exemple le moins bien classés (la plus petite

valeur de yk f(xk)) dans un ensemble de points non vus. Ce critère est très proche
de ce qui est fait dans (Loosli et al., 2004).

– Sélection active : Prendre l’exemple qui est le plus proche de la frontière de dé-
cision (la plus petite valeur de

∣

∣f(xk)
∣

∣) dans un ensemble de points non vus. Ce
critère choisit un exemple indépendamment de son étiquette.

– Sélection autoactive : Tirer au plus 100 points non vus, mais arrêter dès que 5
d’entre eux sont à l’intérieur des marges. Parmi les 5, choisir le plus proche de la
frontière de décision.

On montre empiriquement que la sélection active ou autoactive donnent des perfor-
mances comparables ou meilleures en utilisant un nombre plus restreint de vecteurs
supports. Cela se comprend car l’accroissement linéaire du nombre de vecteur support
est lié au fait que tout exemple mal classé est automatiquement vecteur support dans la
formulation classique du SVM. Sélectionner les points uniquement près de la frontière
exclue de la solution un grand nombre d’outliers.

La partie suivante présente le problème des invariances et montre comment LASVM
est adapté pour répondre à ce problème, en particulier grâce à ses particularités (actif et
en ligne).

3 Application aux invariances
L’invariance dans les données est fréquente. Les images sont un exemple illustratif

par excellence, puisqu’il est en effet très naturel de reconnaître un objet déplacé ou
tourné dans une image alors que c’est une tâche complexe pour une machine. Il existe
beaucoup de méthodes pour essayer de résoudre ce problème (Grenander, 1993; Si-
mard et al., 1993; Wood, 1996; Schölkopf et al., 1996; Leen, 1995). Nous donnons une
illustration de l’influence des invariances dans une tâche de classifications et discutons
ensuite de l’approche que nous avons sélectionnée pour répondre à cette question.

3.1 De l’influence des invariances
Décrivons tout d’abord pourquoi nous avons besoin de nous occuper des invariances

sur un exemple jouet. Prenons des points en deux dimensions. Nous savons qu’il existe
une incertitude sur les mesures de ces points, se traduisant par une rotation centrale
du plan. Nous illustrons cela sur la figure 3 : l’image (a) montre les points mesurés et
la classification correspondante. L’image (b) montre la trajectoire de chaque point en
tenant compte de l’information sur les mesures. On voit alors que la classification effec-
tuée précédemment n’est plus si bonne. Toutefois, l’image (c) montre qu’il existe une
frontière qui classe bien à la fois les points mesurés et leurs variations. Cette nouvelle
frontière montre que l’on a besoin soit de savoir classer les perturbations des points,
soit de savoir ajouter des points virtuels qui aideront à tenir compte de l’information à
priori dont on dispose (image (d)).

Ce simple exemple donne une bonne idée de la complexité du problème. Apprendre
les variations amène à des problèmes trop complexes (Graepel & Herbrich, 2004) et
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FIG. 3 – Ces figures illustrent l’influence de variations des points sur la frontière de dé-
cision pour un exemple jouet. L’image (a) montre les points mesurés et la classification
correspondante. L’image (b) montre la trajectoire de chaque point en tenant compte de
l’information sur les mesures. L’image (c) montre qu’il existe une frontière qui classe
bien à la fois les points mesurés et leurs variations. L’image (d) tient compte de l’infor-
mation à priori dont on dispose.

ajouter des points virtuels requièrt beaucoup de mémoire (n × t avec t le nombre de
transformations par points). Toutefois, pour une application réaliste, nous avons besoin
d’une méthode peu complexe et qui ne stocke pas trop d’information supplémentaire in-
utile. En effet seules quelques transformations sont réellement utiles à la classification,
les autres ne font qu’alourdir le système sans rien apporter. LASVM semble être un bon
algorithme candidat pour résoudre les invariances. En effet, sa capacité de sélection ac-
tive des points permet de ne choisir que les variations utiles des points d’origine et le
fait d’être en ligne permet d’oublier les points inutiles et par conséquent d’économiser
de la mémoire. De fait, nous pouvons envisager de résoudre un problème d’invariances
utilisant beaucoup de transformations.

Plusieurs stratégies sont envisageables pour cette tâche, en excluant celles ou l’on
doit pré-calculer toutes les transformations avant de commencer l’apprentissage. Une
première idée, proposée dans (Loosli et al., 2005), est de calculer à la volée les trans-
formations d’un point quand il devient candidat à être vecteur support. On choisit alors
comme candidat soit l’original soit sa variation qui est meilleure candidate au sens d’un
critère de sélection. Cette approche est intéressante mais présente un inconvénient ma-
jeur dans le cas où un point possède plusieurs variations également intéressantes pour
la solution. Une façon de régler ce problème consiste à revenir plusieurs fois sur chaque
point tant qu’il donne des variations utiles. Cette seconde stratégie n’est pas compatible
avec la volonté de traiter les problèmes en ligne et par ailleurs, elle nécessite de recal-
culer à chaque fois toutes les transformations ou alors de la stocker, ce qui n’est pas
avantageux en temps de calcul et en espace mémoire. On en vient donc à une troisième
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stratégie, qui dissocie les exemples d’origine et leurs transformations. On considère
alors chaque transformation comme une exemple à part entière. Cela résout d’une part
le problème de plusieurs vecteurs supports issus du même exemple, mais cela apporte
d’autre part une grande flexibilité dans l’algorithme. En effet, dans cette approche on
apprend tout d’abord sur l’ensemble des originaux et on continue ensuite l’apprentis-
sage en présentant des variations de points que l’on calcule à la volée. Ainsi, on peut
arrêter d’apprendre quand on le souhaite (ou lorsque les limites de la machines sont
atteintes). Plus on dispose de ressources et de temps, plus on peut tenir compte des va-
riations, mais sans avoir à limiter à l’avance les possibilités d’introduire l’information
à priori dont on dispose.

Après avoir donné une présentation plus formelle de l’intégration des invariances
dans le problème des SVM, nous illustrons cette troisième approche sur la bien connue
base d’OCR MNIST (LeCun et al., 1998). Nous choisissons cette base pour les pos-
sibilités de comparaison à d’autres méthodes et aussi pour les capacités d’illustration
du fait de travailler avec des images. Nous expliquons dans un premier temps comment
nous avons incorporé les transformations de manière pratique et puis discuterons des
résultats obtenus.

3.2 De la formulation des invariances
Nous proposons de redonner le cadre de formalisation des invariances en reconnais-

sance de formes. Soit x ∈ E et Θ l’espace des paramètres de transformations appli-
cables à x. Une transformation de forme est une application T qui associe une forme
transformée T (x, θ) à une forme x et des paramètres de transformation θ ∈ Θ :

T : E × Θ → E

x, θ 7→ T (x, θ)

De plus, on pose T (x, 0) = x.
Maintenant, si on considère un problème de classification, on défini la fonction de dé-

cision D(x) comme l’application de X d dans {−1, 1} qui associe D(x) à x. Si on veut
que cette fonction de décision soit invariante, il faut qu’elle donne la même décision
pour la forme et pour toutes ses transformations :

D(T (xi, 0)) = D(T (xi, θ)) ∀θ ∈ Θ

Appliquées aux SVM dans le cas séparable, ces définitions donnent le problème pri-
mal suivant :







min
f,b

1

2
‖f‖2

H

yi

(

f(T (xi, θ)) + b
)

≥ 1 i ∈ [1, n], θ ∈ Θ
(5)

Le problème dual associé est alors (Loosli et al., 2005) :














max
γ∈Rn×p

−
1

2
γ
>Gγ + e

>
γ

γ
>
y = 0

γi ≥ 0 i ∈ [1, np]

(6)
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avec γ = [α1(θ);α2(θ); . . . ;αn(θ)], G est la matrice bloc définie par GIJ = Kij

avec K
ij
kl = k(T (xi, θk), T (xj , θl)), e est un vecteur de 1 et p est la dimension de Θ.

3.3 Des invariances dans la pratique
Les invariances constituent un sujet déjà beaucoup étudié et il existe un grand nombre

d’approches pour calculer les transformations (Simard et al., 1993; Wood, 1996; Schöl-
kopf et al., 1996). Ici nous décrivons brièvement comment nous combinons ces ap-
proches de manière à les appliquer à un algorithme en ligne avec le moins de mémoire
possible.

3.3.1 Vecteurs tangents

L’algèbre de Lie donne les outils pour calculer des transformations affines approchées
en utilisant les vecteurs tangents (Simard et al., 2000). Appliquer ces principes à une
image consiste à calculer les dérivées horizontales et verticales de chaque image (ce
qui revient en fait à faire la différence entre l’image et une translation sous-pixel d’elle
même, verticale ou horizontale). L’approximation des déformations affines (translation
en x ou y, rotations, diagonales,...) est obtenue en faisant la combinaison linéaire pixel
à pixel des vecteurs tangents et de l’image originale.

xaffine(i, j) = x(i, j) + Ax ∗ dx ∗ tx(i, j) + Ay ∗ dy ∗ ty(i, j),

avec tx et ty respectivement les vecteurs tangents horizontaux et verticaux et |Ax| =
|Ay| les coefficients contrôlant la force des déformations appliquées. dx et dy sont 0 ou
1, de manière à pouvoir appliquer une transformation le long d’une seule dimension.

3.3.2 Épaisseur des traits

Les vecteurs tangents permettent également d’intervenir sur l’épaisseur des traits :

xepais(i, j) = x(i, j) + B ∗
√

tx(i, j)2 + ty(i, j)2,

avec β le coefficient qui règle la force de la transformation (si B > 0, les lignes seront
plus épaisses et sinon elles seront plus fines).

3.3.3 Champs de déformation

En plus des transformations affines, nous considérons les transformations élastiques.
L’idée est d’introduire des déformations locales aléatoires. Les champs de déformation
sont utilisés pour changer les coordonnées d’un pixel. Les coefficients des champs de
déformation sont générés aléatoirement et lissés par une gaussienne.

xdeforme(i, j) = x(i, j) + fx(i, j) ∗ tx(i, j) + fy(i, j) ∗ ty(i, j),

avec fx et fy les champs de déformation. Remarquons de chaque champ peut être utilisé
en tant que champ de déformation horizontal ou vertical.
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En plus des champs aléatoires, nous utilisons des champs réguliers et un champ nul.
Ainsi nous pouvons obtenir des transformations affines et des transformation selon une
seule direction. Enfin nous avons aussi généré des champs contrôlés, c’est-à-dire des
champs réguliers (rotation par exemple) bruités.

3.3.4 Un nombre infini d’exemples

Puisque nous nous donnons pour cadre de ne pas pré-calculer et stocker les trans-
formations, il nous faut une méthode rapide de calcul des variations des points. Pour
ce faire nous compilons l’ensemble des transformations citées ci-avant en une seule
expression :

xt(i, j) = x(i, j)+Ax∗fx(i, j)∗tx(i, j)+Ay∗fy(i, j)∗ty(i, j)+B∗
√

tx(i, j)2 + ty(i, j)2,

Les coefficients dx et dy utilisés avec les vecteurs tangents sont remplacés par les
champs de déformation, ce qui est possible puisque nous avons ajouté les champs régu-
liers, constants et nuls.

3.3.5 Translations

Toutes les transformations décrites sont des transformations sous-pixel. Bien que
MNIST soit une base de données très propre avec des exemples centrés, il est utile
d’ajouter des translations de 1 et 2 pixels dans toutes les directions.

4 Résultats sur MNIST et discussions
Nous avons appliqué nos transformations à MNIST, en essayant de faire un com-

promis entre temps de calcul de usage mémoire. Nous avons donc stocké les vecteurs
tangents et des champs de déformation, mais toutes les transformations sont calculées à
la demande en tirant au hasard des champs de déformations stockés et des coefficients
de force. Par ailleurs nous avons mis en place une stratégie de cache pour les exemples
transformés ainsi que pour le noyau.

4.1 Du réglage des déformations
En théorie, plus on prends en compte de déformations meilleur on est. Toutefois on

risque d’introduire du bruit dans le cas de MNIST, compte tenu du fait que l’on ne
cherchera pas à déformer les exemples de test et que la base est relativement régulière.
Nous avons donc testé quelles déformations étaient les plus adaptées à notre problème
en utilisant un jeu de validation. Nous avons par la même occasion fait une validation
croisée sur le réglage du noyau. Les paramètres de la validation croisée sont les coeffi-
cients de force de déformation A, la largeur de bande γ du noyau que l’on choisie rbf
(radial basis fucntion). La figure 4.1 donne l’erreur en validation en fonction de A pour
le meilleur noyau, appris sur 5000 points et 10 transformations par point. On voit que
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changer l’épaisseur des traits n’est pas une bonne approche pour cette base. De la même
manière, on peut se contenter des translations de 1 pixel au lieu de 2.
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FIG. 4 – Effets des transformations sur la performance. Cette figure est obtenue sur
un jeu de validation de 10000 points et appris avec 5000 points d’apprentissage, cha-
cun déformé 10 fois (soit 55000 points en tout). Le noyau rbf a une largeur de bande
γ = 0.006 obtenue par validation croisée. La meilleure configuration est obtenue pour
les déformations élastiques de force A = 2 sans épaississement des traits et avec une
translation possible de 1 pixel. La performance obtenue est de 1.28% et notons que le
résultat sans transformation (obtenu pour A = 0, sans épaississement ni translation) est
2.52%

4.2 Du mode de sélection

La taille de la solution est un facteur de limitation. Nous cherchons donc le critère
de sélection qui donnera les meilleurs résultats avec un bon compromis de parcimonie.
La figure 5 reporte les résultats qui nous ont conduit à choisir le mode autoactif. En
effet, les modes de sélection aléatoire (force brute) et autoactif donnent les meilleurs
performances en test (premier graphique) tandis qu’entre ces deux modes, autoactif
donne la solution la plus parcimonieuse (deuxième graphique). Nous garderont donc le
mode autoactif.

4.3 Des effets de l’optimisation complète

L’étape d’optimisation complète de LASVM est la dernière étape de l’algorithme.
Dans notre cas, il n’y a pas de dernier point de la base puisque l’on peut toujours en gé-
nérer. Dans un premier temps nous nous sommes contentés d’éliminer cette étape. Nous



Apprentissage grande échelle

None BF A AA
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Modes for LASVM

Er
ro

r p
er

ce
nt

ag
e

Error rate

None BF A AA
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 105 Size of the solution

Modes for LASVM

Nu
m

be
r o

f s
up

po
rt 

ve
cto

rs

None BF A AA
0

2

4

6

8

10

12
x 105

Modes for LASVM
Tr

ain
ing

 tim
e 

(s
)

Training time

None : No
invariances
BF: Brute Force
A : Active
AA : Auto acitve

FIG. 5 – Ces graphiques comparent la performance (à gauche), la taille de la solu-
tion (centre) et le temps d’apprentissage (droite) pour différents modes de sélection de
LASVM. La première colonne de chaque graphique reporte les résultats obtenus sans
invariances, soit sur la base de donnée originale de 60000 points. Les autres colonnes
donnent respectivement les résultats pour les modes aléatoires (force brute) actifs et au-
toactifs. Ces expériences sont conduites sur 100 transformations par point, soit 600000
points et selon les réglages obtenus précédemment. La sélection autoactive offre un bon
compromis entre vitesse et performance.

avons remarqué qu’après un grand nombre de points d’apprentissage, le nombre de vec-
teurs supports diminuait. Il s’avère qu’après un certain temps, les nouveaux exemples
présentés n’apportent plus d’information au classifieur, il n’y a donc plus l’étape de
process qui ajoute des points à la solution, mais il y a toujours l’étape de reprocess qui
continue à optimiser et à enlever des points. Dans un deuxième temps nous avons intro-
duit une étape d’optimisation complète régulièrement au cours de l’apprentissage (tous
les 600000 points). Nous avons observé le même phénomène mais plus tôt dans l’ap-
prentissage. Se pose alors la question de la quantité d’optimisation nécessaire à chaque
étape : est-il utile de moduler le nombre de reprocess par itération ?

4.4 Du nombre de reprocess
Le réglage de l’alternance entre process et reprocess est un point qui peut probable-

ment améliorer les performance de LASVM. Le tableau 1 montre des résultats sur la
qualité de la solution trouvée en fonction du nombre de reprocess effectué à chaque
itération. Les résultats notés nR/1P désignent les expériences ou n reprocess sont ef-
fectués à chaque fois qu’un process est fait. Les résultats notés nR chaque sont trouvés
quand n reprocess sont fait à chaque fois qu’un nouveau point arrive, qu’il y ait ou non
de phase de process pour lui. La principale conclusion de ces expériences est qu’il y a
un compromis à faire et qu’il y a matière à investigation pour ce point. L’étude d’une
automatisation de ce paramètre est en cours.
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FIG. 6 – Cette figure montre l’évolution de la taille de la solution au cours de l’ap-
prentissage. Ces résultats sont obtenus avec une sélection autoactive et en faisant ré-
gulièrement une phase de fin (optimisation complète). Chaque saut correspond à une
phase d’optimisation complète. Nous remarquons ici que le nombre de vecteurs sup-
ports fini par décroître, ce qui peut être expliqué par la corrélation entre les exemples
d’apprentissage.

1R / 1P 2R / 1P 3R / 1P 4R / 1P 5R / 1P 1R chaque 2R chaque 3R chaque
Taille max 24531 21903 21436 20588 20029 23891 21660 20596

Points enlevés 1861 1258 934 777 537 1487 548 221
Prop. d’enlevés 7.6% 5.7% 4.3% 3.7% 2.6% 6.2% 2.5% 1.0%

Temps d’app.(sec) 1621 1548 1511 1482 1441 1857 1753 1685
Taux d’erreur 2.13% 2.08% 2.19% 2.09% 2.07% 2.06% 2.17% 2.13%

TAB. 1 – Effets des transformations sur les performances. Le tableau montre la compa-
raison entre différents compromis process/reprocess. Le nombre de reprocess consécu-
tifs après chaque process varie, et de la même façon après chaque point, qu’il y ait eu
ou pas une phase de process.

4.5 Des résultats globaux de LASVM pour les invariances sur MNIST

Le réglage pour les résultats finaux sont : noyau rbf avec une largeur de bande
γ = 0.006 et C = 1000. Le coefficient de déformation est de A = 2. Nous ne tou-
chons pas à l’épaississement des traits (B = 0). Le critère de sélection est le mode actif.
Les meilleurs résultats obtenus sont 0.67%. De meilleures performances ont été pu-
bliées avec des réseaux à convolution ou en modifiant aussi le jeu de test (Simard et al.,
2003; Schölkopf & Smola, 2002). Cependant ces résultats sont aussi bons que les autres
méthodes qui ne déforment en aucune façon les exemples de test. De plus, et c’est là
notre principal propos, ils sont obtenus en entraînant 10 SVM binaires (1 contre tous)
de 8 millions de points chacun en dimension 784. Le temps global d’apprentissage en
test est de 8 jours sur une seule machine.
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5 Conclusion
Cet article montre que SVM et grandes bases de données ne sont pas des notions

incompatibles. En effet, grâce à des méthodes itératives de sélection d’exemples, nous
avons construit un algorithme fonctionnant en ligne et rapidement. Nous présentons des
résultats qui montrent qu’il est désormais possible d’utiliser les SVM pour résoudre des
problèmes avec des millions d’exemples, même en relativement grande dimension (ici
784) et ce sur une seule machine. Cela est dû au caractère parcimonieux de la méthode.
En effet, si dans le pire des cas, la complexité de la solution est d’ordre exponentiel, en
pratique elle reste polynômiale en s, où s désigne le nombre de coefficients non nuls.
Ainsi, c’est parce qu’il peut sélectionner efficacement de l’ordre de s = 8000 exemples
sur les 8 millions présentés, qu’un classifieur peut traiter tant de points.
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